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préparée au sein du laboratoire TIMC-IMAG/équipe DyCTiM
dans le cadre de l’école doctorale Ingénierie, Matériaux, Mécanique,
Environnement, Énergétique, Procédés, Production

Biomécanique de la Croissance de la
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Professeur, Université de Savoie, Directeur de thèse
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Vos remarques, questions et suggestions ont animé une discussion des plus intéressantes
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tiens aussi à remercier le professeur Marcelo Epstein, pour sa disponibilité et sa patience
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Seb pour leur travail de relecture. Merci à Choop’s, support indéniable de cette recherche
et co-auteur invisible de ce manuscrit. Une partie de cette thèse te revient naturellement
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Résumé

Ce travail de thèse a pour ambition d’apporter des éléments de compréhension du
rôle des contraintes résiduelles au sein des plaques d’athérosclérose. Il s’inscrit dans un
programme de recherche qui vise à développer de nouveaux outils favorisant l’aide au
diagnostic de patients atteints de cette maladie cardiovasculaire. Suivant les évolutions
majeures de ces dernières années, la première partie de ce travail présente une vision
contemporaine de la maladie d’athérosclérose et des nombreux enjeux de modélisation
mécanique auxquels la compréhension de la maladie et son diagnostic font appel. Nous
faisons émerger un manque certain quant au rôle des contraintes résiduelles dans cette
maladie. Les contraintes résiduelles sont un marqueur naturel du développement des tis-
sus. La deuxième partie de ce travail aborde leur quantification expérimentale au sein
des artères saines et pathologiques de souris. De façon intéressante nous montrons leur
importance et la nécessité de les prendre en compte pour avoir une image raisonnable
de l’état de contraintes des artères en conditions physiologiques. Ces résultats originaux
n’ont toutefois pas permis d’établir de corrélation avec l’intensité du processus inflam-
matoire au sein des plaques. Enfin, la dernière partie de ce travail aborde la modélisation
du développement des contraintes résiduelles. Un effort de description de la structure
géométrique des corps avec des contraintes résiduelles a été fait afin de faire émerger
de nouveaux outils de modélisation de leur développement. Une première application
d’un modèle de croissance intrinsèque est présentée et illustrée. Cette approche semble
prometteuse et apporte déjà quelques éléments de compréhension du développement des
contraintes résiduelles. Toutefois, les travaux effectués ne constituent qu’une étape pré-
liminaire et n’ont pas encore été exploités pleinement. Par contre ces travaux ouvrent
assurément de nouvelles perspectives de recherche.
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1.3.3 Modèles d’athérogenèse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

2 Étude expérimentale des contraintes résiduelles au sein des plaques
de souris . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
2.2 Expérience et résultats expérimentaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
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Introduction

Chaque année, les maladies cardiovasculaires font plus de victimes que le cancer :
angine de poitrine, infarctus du myocarde, mort subite et accidents vasculaires sont les
conséquences de l’athérosclérose. Selon l’organisation mondiale de la santé (OMS), les
maladies cardiovasculaires sont la première cause de décès mondiale, spécifiquement dans
le monde occidental. L’OMS a estimé que 17,1 millions de personnes sont décédées de
maladies cardiovasculaires en 2004 (dont 150000 en France), ce qui représente 29 % du
nombre total de décès. Parmi ces décès, 7,6 millions étaient dûs à des crises cardiaques
et 5,7 million à un accident vasculaire cérébral. Enfin, notons que l’OMS prévoit plus de
23,6 million de décès imputés aux maladies cardiovasculaires pour 2030 (OMS, 2009).

La maladie cardiovasculaire la plus importante est l’athérosclérose. Ce n’est pourtant
pas une maladie des temps modernes puisque des plaques d’athérome authentiques sur le
plan histologique ont été identifiées sur des corps momifiés égyptiens (Ruffer, 1911). La
lésion élémentaire d’athérosclérose, appelée plaque, se caractérise par un épaississement
localisé de l’intima (tunique interne du tissu artériel) formé d’un amoncellement de tissu
fibreux dur (sclérose) enchâssant un athérome ou cœur nécrotique (American Heart Asso-
ciation, 2010). La description anatomopathologique classique de l’athérosclérose retient
trois stades évolutifs successifs : la strie lipidique (phase précoce et réversible), la lésion
fibro-lipidique ou plaque athéromateuse simple puis la lésion ou plaque compliquée qui
explique l’expression clinique de la maladie (Holman et al., 1958). La vulnérabilité d’une
plaque correspond au risque de transformation en plaque instable ou compliquée. L’évo-
lution vers la complication dépend notamment de la composition et de la morphologie
de la plaque, mais aussi de son degré d’inflammation. La gravité de l’athérosclérose tient
essentiellement au risque permanent d’accident aigu associé à la survenue d’un thrombus
luminal qui met en contact le sang avec les éléments thrombogènes du cœur nécrotique
(Fuster et al., 2005; Insull, 2009). Ce processus est consécutif à un phénomène de rupture
de la chape fibreuse (60 % des cas) ou à une érosion endothéliale (40 % des cas) (Davies,
1996; Virmani et al., 2000). Il est connu depuis longtemps que les plaques riches en li-
pides et pauvres en tissu fibreux sont plus susceptibles de rompre. Si l’aire de la plaque
est un élément important, l’épaisseur de la chape fibreuse est un élément déterminant :
une fine épaisseur de chape est souvent un site potentiel de rupture (Finet et al., 2004;
Ohayon et al., 2008; Virmani et al., 2006). Les manifestations cliniques graves de la mala-
die athéromateuse (mort subite, infarctus myocardique ou cérébral, angor instable) sont
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donc essentiellement dues à l’instabilité des plaques (Libby, 2001). Ainsi, les enjeux ac-
tuels sont d’identifier les mécanismes de rupture de plaque pour pouvoir relever le défi de
leur stabilisation afin de prévenir leur complication et leur progression (Falk, 2006). No-
tez que derrière la compréhension des phénomènes responsables de cette déstabilisation
des plaques se trouve l’espoir, encore inassouvi, de concevoir des traitements capables
de stabiliser les plaques pour en rendre la rupture plus rare (Rabbani et Topol, 1999;
Steinberg, 2008).

Contexte scientifique

Bien que l’athérosclérose ait été le sujet d’intenses recherches en biologie ces cent der-
nières années, il n’existe encore, à ce jour, aucun facteur connu permettant de limiter
la croissance des plaques et de faire revenir l’élasticité des tissus à leur état sain. Les
évolutions majeures de ces dernières années ont porté sur (i) l’amélioration des outils
de diagnostic permettant d’anticiper des situations critiques en analysant notamment
la morphologie des plaques et en évaluant leur degré de vulnérabilité et (ii) la compré-
hension des processus d’athérogenèse, c’est à dire de formation, de développement et de
complication des plaques.

(i) Vulnérabilité des plaques

Les travaux portant sur la vulnérabilité des plaques d’athérome se sont multipliés
dans le but de développer des traitements spécifiques pour la prévention des accidents
thrombotiques (Hong et al., 2007; Rabbani et Topol, 1999). La détection des plaques
d’athérome vulnérables représente un enjeu clinique majeur (Virmani et al., 2005). Ce-
pendant, la prédiction de la rupture d’une plaque vulnérable est difficile sur un plan
individuel. En plus des caractéristiques géométriques et morphologiques connues que
sont l’épaisseur de la chape fibreuse et la taille du cœur nécrotique, d’autres paramètres
doivent être considérés (Virmani et al., 2000). Les études biomécaniques concernant la
distribution des contraintes et des déformations dans les plaques d’athérome vulnérables
sont particulièrement intéressantes dans cette optique (Richardson, 2002; Vito et Dixon,
2003). C’est dans ce contexte que s’est développée l’hypothèse mécanique, associant la
rupture des plaques à l’état de contraintes, notamment au niveau de la chape fibreuse
(Cheng et al., 1993; Kumar et Balakrishnan, 2005; Ohayon et al., 2008).

Les premières études de répartitions des contraintes au sein des artères athéroscléro-
tiques sont celles de Loree et al. (1992). Ils ont en particulier montré que le niveau de
contraintes circonférentielles dans la chape fibreuse tend à augmenter quand son épaisseur
diminue et ont ainsi pu expliquer la rupture de certaines plaques a priori non vulnérables.
En suivant cette voie, Veress et al. (1998, 2000) ont montré que ce pic augmentait à me-
sure que s’assouplissait le cœur nécrotique et ont discuté le rôle des nodules calciques
sur le pic de contraintes. Poursuivant cet effort de recherche et exploitant les données
rhéologiques des constituants des plaques déterminées par Loree et al. (1994), des études
avec des géométries plus réalistes issues de coupes histologiques (Beattie et al., 1998;



Introduction 3

Kilpatrick et al., 2001; Kumar et Balakrishnan, 2005), de données IVUS (Finet et al.,
2004; Ohayon et al., 2001) ou IRM (Zheng et al., 2005), ont montré l’importance des
études mécaniques pour comprendre la vulnérabilité des plaques (Richardson, 2002; Vito
et Dixon, 2003). Les résultats de ces différentes études vont tous dans la direction éclairée
par Loree et al. (1992) et l’influence des différents critères morphologiques des plaques
sur leur vulnérabilité a été formalisée par Ohayon et al. (2008).

. . . & Contraintes résiduelles

Depuis les observations de Bergel (1960), il est bien établi que la paroi des vais-
seaux n’est pas libre de contraintes, même lorsque les charges externes sont absentes.
Ces contraintes sont appelées les contraintes résiduelles. Han et Fung (1991) ont montré
que la majeure partie des contraintes résiduelles étaient libérées par une simple coupe
radiale. Cette méthode, dite de l’angle d’ouverture, s’est imposée comme mesure de l’état
de contraintes résiduelles dans les vaisseaux sanguins (Chuong et Fung, 1986; Vaishnav
et Vossoughi, 1987). En partant de l’hypothèse que les anneaux ouverts sont libres de
contraintes, il est admis qu’il est possible de reconstruire l’état résiduel par résolution
d’un simple problème élastique et d’estimer ses effets dans l’environnement pressurisé in
vivo. Ces reconstructions ont permis de montrer que les contraintes résiduelles permettent
l’homogénisation de la distribution des contraintes circonférentielles sur l’épaisseur de la
paroi des vaisseaux normaux (Chuong et Fung, 1986; Guo et al., 2005; Takamizawa et
Hayashi, 1987). Par conséquent, elles sont considérées comme une caractéristique im-
portante des artères (Holzapfel et Ogden, 2010a; Humphrey, 2003) et ont été associées à
leur développement (Rodriguez et al., 1994; Skalak et al., 1982). Toutefois, peu d’auteurs
ont publié des études de reconstruction des contraintes résiduelles de géométries réelles
(Alastrué et al., 2007; Balzani et al., 2007; Raghavan et al., 2004) et les contraintes ré-
siduelles restent majoritairement négligées dans les études visant à déterminer les sites
potentiels de rupture des plaques d’athérome. La distribution des contraintes résiduelles
dans les plaques d’athérome et leur influence sur les contraintes physiologiques n’ont pas
été étudiées en détail à ce jour. Cependant, Ohayon et al. (2007) ont récemment sug-
géré l’importance potentielle des contraintes résiduelles dans la vulnérabilité des plaques
d’athérome coronaires humaines, minimisant notamment l’état de contraintes dans la
plaque pour des conditions de pressions physiologiques.

(ii) Développement des plaques

La compréhension de l’athérogenèse a été considérablement clarifiée depuis une ving-
taine d’année (Ross, 1979, 1981), notamment par l’utilisation de modèles animaux dé-
veloppant des lésions avancées (Desai et al., 2008; Lusis, 2000; Steinberg, 2002). Les
études expérimentales les plus récentes, associées aux observations anatomopathologiques
faites sur des plaques humaines, tendent à montrer que l’athérosclérose est une maladie
inflammatoire chronique des parois artérielles conduisant à la formation d’une plaque
d’athérome constituée d’un cœur lipidique et nécrotique recouvert d’une chape fibreuse
(Hansson, 2005; Libby et al., 2002; Ross, 1999). Si tous les mécanismes qui initient et
entretiennent le processus inflammatoire ne sont pas encore connus, il existe malgré tout,
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depuis les travaux de Russel Ross (1999), un consensus sur les mécanismes aboutissant à
la formation des plaques athéromateuses (Comparez, e.g., Glass et Witztum, 2001; Hans-
son, 2005; Libby et al., 2002; Lusis, 2000). Ce n’est pas encore le cas en ce qui concerne
le processus de complication. Ces descriptions du processus sont encore majoritairement
basées sur des études biologiques et histologiques et aucune étude biomécanique n’a été
réalisée. Par ailleurs, il est très fortement soupçonné que les contraintes dans la paroi du
vaisseau influent sur des processus biologiques, le remodelage de la lésion ou la modu-
lation de la néo-angiogenèse (Chen et al., 2005; Gambillara et al., 2005; Khurana et al.,
2005; Virmani et al., 2005).

C’est dans ce contexte qu’ont commencé à se développer des modèles d’athérogenèse
et/ou de croissance de plaque. Basé sur un formalisme d’équations de réaction-diffusion
chimiotaxiques de Keller et Segel (1971), le modèle du processus inflammatoire de Ibragi-
mov et al. (2005, 2007, 2008), permet de considérer les interactions entre les espèces mais
omet complètement tout comportement mécanique. Plus mécanique, le modèle de Zohdi
et al. (2004) tient compte de l’infiltration des monocytes en considérant l’écoulement
sanguin, mais ne prend pas en compte le caractère déformable de l’artère athéroscléro-
tique. À l’opposé, le modèle de Kuhl et al. (2007) de croissance isotrope considère bien
le caractère déformable et évolutif des artères athérosclérotiques, par contre ce modèle
ne distingue pas les comportements mécaniques de la plaque et de la paroi et omet com-
plètement toute réalité biologique. Enfin, le modèle mécanique de croissance de Yang
et al. (2010) est simplement basé sur une extrapolation de données expérimentales. Ainsi
si ce modèle permet de reproduire la croissance des plaques étudiées, il n’apporte pas
d’éléments permettant d’expliquer leur croissance.

. . . & Contraintes résiduelles

Loin d’être complètement aboutis, les modèles du processus inflammatoire per-
mettent bien de décrire les processus biologiques impliqués dans l’athérogenèse. Seule-
ment, lorsque l’on étudie l’athérosclérose et plus particulièrement son développement,
on cherche évidemment à caractériser des évolutions de composition, mais aussi de mor-
phologie et de comportement mécanique. Les contraintes résiduelles sont un marqueur
naturel de cette évolution. Conscients du lien entre les contraintes résiduelles et les pro-
cessus de croissance et de remodelage, de nombreux groupes essaient de modéliser le
développement des artères saines (Alastrué et al., 2008; Klarbring et al., 2007; Olsson
et Klarbring, 2008; Rodŕıguez et al., 2007). Même si de nombreux travaux sur la mo-
délisation de la croissance des artères ont été faits, la compréhension du développement
des contraintes résiduelles, que ce soit en conditions saines ou pathologiques, demande
encore des efforts de recherche (Holzapfel et Ogden, 2010b; Humphrey, 2009a; Wagenseil
et Mecham, 2009). Ainsi, s’il n’existe pas encore de modèle de croissance permettant
d’expliquer leur développement en conditions saines, les modèles de croissance de plaque
n’en sont eux qu’au stade d’idée et il reste encore beaucoup à faire pour espérer relier le
niveau de contraintes des artères – dont les contraintes résiduelles – avec leur fonction
(ou disfonction) biologique.
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Présentation du travail de thèse

Suivant les évolutions majeures de ces dernières années, les enjeux de ce travail por-
taient sur la compréhension du rôle des contraintes résiduelles au sein des plaques d’athé-
rosclérose. Comme les contraintes résiduelles sont un marqueur naturel du développement
des tissus, la première partie de ce travail aborde leur quantification expérimentale au sein
des artères saines et pathologiques. La seconde partie de ce travail vise à faire émerger
des éléments de compréhension du développement des contraintes résiduelles.

Chapitre 1 - État de l’art

Le premier chapitre de ce mémoire est consacré à une présentation des principaux
aspects de physiologie et de physiopathologie de l’athérosclérose. Après un rappel du
contexte cardio-vasculaire, nous présentons les principales caractéristiques des tissus ar-
tériels sains dont leur comportement mécanique. Une rapide présentation des méthodes
d’évaluation in vivo ou in vitro des propriétés mécaniques des artères précède celle des
modèles de comportement les plus usités. La présence des contraintes résiduelles au sein
des tissus, l’activité des cellules musculaires lisses, ainsi que les processus de croissance et
de remodelage des parois saines sont discutés d’un point de vue mécanique. Après quoi,
nous présentons quelques éléments de physiopathologie de l’athérosclérose. Une atten-
tion particulière est portée sur la description de l’athérogenèse et l’évolution des plaques
jusqu’à leur complication. Enfin, nous achevons ce chapitre avec une revue des modèles
mécaniques des artères athérosclérotiques. Si de nombreux modèles étudient la stabilité,
nous montrons un manque certain dans la description mécanique et mécanobiologique
de l’athérogenèse.

Chapitre 2 - Étude expérimentale des contraintes résiduelles
au sein des plaques de souris

Ce chapitre présente une étude de reconstruction de l’état de contraintes et de dé-
formations résiduelles au seins d’artères athérosclérotiques de souris apoE-/-. Après la
présentation du protocole expérimental et des principaux résultats biologiques, nous dé-
taillons les travaux mécaniques de reconstructions effectués. En particulier, l’accent est
mis sur la description du comportement mécanique des parois artérielles et sur les straté-
gies de fermetures mises en place. À l’issue de ces reconstructions nous avons trouvé des
niveaux de contraintes très faibles dans les plaques de souris. De plus, leur répartition
n’est pas corrélée à l’intensité du phénomène inflammatoire mesurée par la densité de
macrophages. Ces résultats pourraient expliquer l’absence de rupture de plaque observée
chez la souris apoE-/-.

Chapitre 3 - Modélisation du développement des contraintes résiduelles

Pour comprendre l’origine des contraintes résiduelles, nous avons fait une relecture
active des hypothèses géométriques de la mécanique des milieux continus. Le cadre
métrique-affine est exploré et illustré. Suite à quoi, on présente un principe variation-
nel issu la théorie classique qui conduit aux équations du champ. Une procédure de
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rationalisation thermodynamique conduisant à la formulation de lois d’évolution intrin-
sèques est ensuite appliquée. La première application de ce travail prend la forme d’un
modèle mécanique de croissance. Ce modèle permet de reproduire le développement des
contraintes résiduelles et tend à montrer l’hypothèse d’homéostasie vasculaire.

Conclusion générale & Perspectives

Enfin, nous concluons sur l’originalité, les limitations et les perspectives de ce travail.



1

État de l’Art

Ce qui fait la beauté d’une œuvre d’art, ce n’est pas
la simplicité de ses parties, c’est plutôt une sorte
d’harmonie globale qui donne à l’ensemble un aspect
d’unité et d’homogénéité malgré la complication par-
fois très grande des détails. [. . .] La beauté des théo-
ries scientifiques nous parâıt essentiellement de la
même nature : elle s’impose quand, dominant sans
cesse les raisonnements et les calculs, se retrouve par-
tout une même idée centrale qui unifie et vivifie tout
le corps de la doctrine.

Louis de Broglie (Continue et discontinue en
physique moderne, 1941)

1.1 Éléments de physiologie et mécanique artérielle

Le système cardio-vasculaire est constitué du cœur et de vaisseaux sanguins. Sa fonc-
tion est de distribuer l’oxygène et les nutriments nécessaires au fonctionnement des tissus
mais aussi de permettre la régulation de la température, la distribution de facteurs hor-
monaux ou d’anticorps et le retrait des déchets en les transportant aux reins ou aux
poumons. Motivée par le processus d’hématose, c’est à dire la transformation du sang
pauvre en dioxygène et riche en dioxyde de carbone en sang ré-oxygéné au niveau des
poumons, cette circulation se répartit en deux circuits, tous deux commençant et se ter-
minant au cœur. La circulation systémique débute au niveau du ventricule gauche et
distribue le sang hématosé aux organes par l’intermédiaire de l’arbre artériel. Mis à part
le foie, tous les organes sont vascularisés par un vaisseau afférent, apportant du sang
hématosé, et un vaisseau efférent évacuant le sang non hématosé qui revient à l’oreillette
droite du cœur par les veines caves. Le foie agit comme un filtre par la détoxication de
diverses substances, permet de stocker des glucides ou des vitamines et sert de glande
excrétoire pour la bile. Le foie est à la fois irrigué par l’artère hépatique – apportant du
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Figure 1.1. Illustration de l’interconnexion des systèmes artériels et veineux dans le système circulatoire sys-
témique. Les artères amènent le sang hématosé venant du cœur et les veines permettent le retour du sang non
hématosé chargé en déchets. Les deux réseaux sont reliés par l’intermédiaire de lits de capillaires, au contact des
organes et tissus. À mesure que l’on s’éloigne du cœur, le diamètre des artères diminue, jusqu’au niveau de plus
petites artères : les artérioles. Leurs pendants dans le réseau veineux sont les veinules.

sang hématosé – et par la veine porte 1 hépatique amenant du sang non hématosé, riche
en nutriments, provenant de l’intestin. Le sang non hématosé quitte le foie par la veine
sus-hépatique. Le processus d’hématose se passe au niveau de la circulation pulmonaire :
le sang non hématosé, éjecté du ventricule droit, est conduit par l’artère pulmonaire vers
les poumons où il est alors hématosé puis revient à l’oreillette gauche du cœur par les
veines pulmonaires. Notez enfin que les reins reçoivent environ 20 % du débit cardiaque
et traitent le sang par filtration et réabsorption. Ils régulent aussi le débit sanguin.

Réseaux artériel et veineux Les artères sont les vaisseaux sanguins qui acheminent
le sang du cœur (ventricule) vers les organes et les veines ceux qui conduisent le sang des
organes vers le cœur (oreillette). On peut donc distinguer dans le système vasculaire le
réseau artériel qui part du cœur vers les organes et le réseau veineux qui ramène le sang au
cœur 2. La répartition du sang dans l’organisme impose au système artériel une structure
allant des plus gros vaisseaux aux vaisseaux les plus fins. Au contraire, pour ramener le
sang au cœur, le système veineux rassemble une multitude de petits vaisseaux afin de
former les grosses veines (Fig. 1.1). Les systèmes artériels et veineux sont composés de
différents types de vaisseaux selon leurs tailles et leurs fonctions. Au niveau des différents
tissus et organes du corps, c’est à dire à l’interface entre les réseaux veineux et artériels,
se situent les lits capillaires 3. Les capillaires sont les plus fins et plus petit vaisseaux
sanguins qui puissent exister. Ils relient les veinules aux artérioles, fermant la boucle du
réseau de la circulation sanguine et sont agencés en réseaux arborescents en constante

1. Le système porte est le réseau veineux reliant les capillaires de l’intestin à ceux du foie.
2. Le caractère unidirectionnel du flux sanguin – des veines au cœur, puis aux artères – a été découvert par

Leonard de Vinci (1452–1519) à partir de son étude sur les valves cardiaques.
3. L’existence des capillaires a été postulée par William Harvey (1578–1657) à partir du seul principe de

conservation de la masse et avant même l’invention du microscope permettant de voir ces derniers. Il a ainsi pu
établir le principe de la circulation sanguine dans le corps entier. William Harvey publia ses résultats en 1628
dans Exercitatio Anatomica De Motu Cordis et Sanguinis in Animalibus.
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réorganisation. C’est dans ce réseau de capillaires que se produisent les échanges en
métabolites (oxygène, dioxyde de carbone, nutriments et déchets) avec les tissus, comme
illustré sur la figure 1.1.

Enfin, notons que l’aorte (thoracique) est la seule artère systémique émergeant du
cœur ou plus exactement du ventricule gauche. Elle est à l’origine, par branchements
successifs, de centaines d’artères dont le diamètre diminue à mesure que l’on s’éloigne
du cœur. L’ensemble des artères émergeant de l’aorte, jusqu’aux artérioles (les plus pe-
tites artères) est appelé l’arbre artériel. Chez un homme adulte, le diamètre externe de
l’aorte est d’environ 30 mm, alors que celui des artérioles est voisin de 10 µm. Les prin-
cipales branches collatérales de l’aorte thoracique sont les artères coronaires, les troncs
supra-aortiques et les artères intercostales. Ce sont les artères coronaires qui alimentent
le myocarde – le tissu musculaire du cœur – en sang. L’artère coronaire droite alimente
essentiellement le ventricule droit, l’oreillette droite et la face intérieure du ventricule
gauche. Suivant la bifurcation de l’artère coronaire gauche, l’artère interventriculaire an-
térieure alimente les parois antérieure, septale et la pointe du ventricule gauche alors
que l’artère circonflexe alimente la face latérale du ventricule gauche. Notez que si une
de ces artères coronaires irriguant le myocarde venait à se boucher, elle conduirait im-
médiatement à une diminution de l’apport sanguin et à une baisse de l’oxygénation des
tissus pouvant provoquer la perturbation, voire l’arrêt de leur fonction contractile (donc
de pompe du cœur). C’est le processus d’ischémie pouvant être à l’origine de la mort
subite, de l’angor instable ou de l’infarctus du myocarde.

1.1.1 Composition et structure des artères saines

Les parois artérielles font partie du tissu conjonctif. Comme nombre de tissus biolo-
giques, elles sont constituées de près de 70 % d’eau. Hormis cet état de fait, les principaux
constituants des artères sont des cellules intégrées dans une matrice extra-cellulaire. Les
cellules synthétisent les composés de la matrice extra-cellulaire et en retour la matrice
détermine le phénotype des cellules, formant ainsi une structure organisée. Nous présen-
tons dans un premier temps une brève description de leur composition avant de présenter
leur structure particulière. Nous concentrons volontairement notre présentation sur les
éléments à nos yeux les plus importants pour comprendre le comportement mécanique
des tissus artériels. Ainsi, de nombreux détails très intéressants concernant la biologie
moléculaire, le processus d’angiogénèse ou la composition de l’ultra-structure ont été
omis. Le lecteur intéressé pourra, par exemple, se référer au livre de physiologie de Le-
vick (2000). Pour les références plus proches de la communauté bio-mécanique, le lecteur
pourra se référer aux livres de Fung (1981), Humphrey (2002), Thubrikar (2007) ou de
Thiriet (2007).

1.1.1.1 Constituants cellulaires

Les constituants cellulaires de la paroi vasculaire sont les cellules endothéliales, les
cellules musculaires lisses vasculaires et les fibroblastes. Elles présentent des phénotypes
différents pour répondre à des rôles physiologiques différents. D’autres cellules comme
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des cellules inflammatoires peuvent s’infiltrer dans la paroi vasculaire mais elles ne feront
pas l’objet des paragraphes suivants.

Cellules endothéliales Ce sont des cellules de forme polygonale et aplatie qui
couvrent la totalité du système circulatoire. Elles forment une monocouche semi-
perméable délimitant la lumière du vaisseau appelé l’endothélium. Elles sont recouvertes
de glycocalyx, une couche de biopolymères chargés négativement (le hyaluronane, l’hépa-
ran sulfate protéoglycane) limitant le passage des grosses molécules dont les lipoprotéines
et les protéines plasmatiques. Des espaces intercellulaires (15 à 20 nm) permettent le pas-
sage d’eau et des petites molécules hydrosolubles comme le glucose ou les acides aminés.
Dans ces espaces, on trouve un complexe protéique, relié aux filaments d’actine et de myo-
sine du cytosquelette, assurant la jonction entre les cellules endothéliales. L’endothélium
artériel comporte aussi des jonctions communicantes qui rendent possible la transmission
de signaux vasomoteurs d’une cellule à l’autre grâce à des ions, de petits messagers ou
des potentiels membranaires. Enfin, les cellules endothéliales sont attachées à la mem-
brane basale par des intégrines. Ces intégrines sont liées au niveau cytoplasmique au
cytosquelette par un complexe vinculine-taline-actine. Ces zones de contact permettent
aux cellules endothéliales de résister aux contraintes de cisaillement générées par le flux
sanguin.

Cellules musculaires lisses Ce sont des cellules fusiformes avec des extrémités poin-
tues d’environ 100 µm de long et de 5 µm de diamètre. Contrairement aux cellules du
muscle squelettique, elles sont mononucléées et chaque noyau de cellule reflète aussi cette
forme longue et étroite qui apparâıt alors comme un indicateur de la direction princi-
pale des cellules. Dans la paroi vasculaire, elles sont organisées en feuillets superposés et
parallèles. Dans la majorité des vaisseaux, ces feuillets sont concentriques à la lumière
et l’orientation in-vivo des cellules musculaires lisses est hélicöıdale mais tendant très
fortement vers la seule direction circonférentielle (Thubrikar, 2007). Les cellules muscu-
laires lisses sont liées à la matrice extra-cellulaire grâce à différents récepteurs, les plus
nombreux étant les intégrines. Tout comme les cellules musculaires squelettiques et car-
diaques, ces cellules musculaires lisses contiennent des filaments d’actine et de myosine
organisés en pseudo-sarcomère, le terme « pseudo » venant du fait que l’organisation
est moins structurée que dans les sarcomères du myocyte cardiaque (Fig. 1.2). Si les
filaments de myosine s’intercalent bien entre les filaments d’actine, ils ne présentent pas
d’arrangement systématique parallèle (stries Z) mais s’arriment sur des « corps denses »
intracellulaires et à la membrane. Plus précisément, on observe des sites d’adhésion fo-
cale dans le cytoplasme et des jonctions d’adhérence, du côté cytosolique de la membrane
plasmique, où les filaments d’actine viennent s’enchâsser. On trouve aussi des filaments
intermédiaires (desmine et vimentine) qui relient les parties denses permettant à la cel-
lule de se contracter uniformément. D’un point de vue fonctionnel, la myosine contenue
dans les cellules musculaires lisses diffère légèrement de celle des muscles squelettiques
car elle a une activité de dégradation de l’ATP 4 dix fois inférieure et ne peut interagir

4. L’adénosine triphosphate (ATP) est la molécule qui, dans la biochimie de tous les organismes vivants
connus, fournit par hydrolyse l’énergie nécessaire aux réactions chimiques du métabolisme. (source : wikipedia)
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Figure 1.2. Schéma d’une cellule musculaire lisse vasculaire. Elle comporte de longs filaments contractiles qui,
contrairement aux cardio-myocytes striés, ne présentent pas d’arrangement systématique parallèle (stries Z) mais
s’arriment à des « corps denses » intracellulaires et à la membrane. [Adapté de Levick (2000)]

avec l’actine que si ses châınes légères sont phosphorylées. Quoi qu’il en soit, l’activité
de la myosine est contrôlée par les ions calcium Ca2+ et l’état de contraction des cel-
lules musculaires lisses dépend donc du taux de calcium intracellulaire. La contraction
des cellules musculaires peut être initiée par une stimulation électrique, mécanique ou
chimique et est caractérisée par une augmentation du taux de calcium intracellulaire
(Thubrikar, 2007). Il est notamment bien connu que l’étirement de ces cellules conduit
à leur contraction : c’est la réponse myogénique (Humphrey, 2002). La relaxation des
cellules musculaires lisses est elle caractérisée par une diminution du taux de calcium
intracellulaire, par exemple sous l’effet du NO (oxyde nitrique). Enfin, la quantité de
cellules musculaires lisses par unité de volume dans la paroi augmente à mesure que l’on
s’éloigne du cœur. Les artères de faible diamètre, situées à proximité des artérioles, dans
lesquelles la proportion de cellules musculaires lisses est prépondérante sont d’ailleurs
appelées les artères musculaires.

Fibroblastes Ce sont des cellules allongées avec de nombreux prolongements. Ils sont
responsables du dépôt, du maintien, de la dégradation et du réarrangement de la matrice
extra-cellulaire en synthétisant des macro-molécules protéiques et des glycoprotéines. Ils
peuvent aussi sécréter des facteurs de croissance qui stimulent la prolifération cellulaire
ou des enzymes dégradant les composés de la matrice extra-cellulaire. Les fibroblastes
peuvent aussi induire la synthèse de macro-molécules par les cellules musculaires lisses.
Le phénotype des fibroblastes est modulable en fonction de leur degré d’activation. On
trouve ainsi des fibrocytes, des fibroblastes, des proto-myofibroblastes et des myofibro-
blastes. Les fibrocytes sont des fibroblastes dont l’activité synthétique est diminuée. Un
fibrocyte peut devenir un fibroblaste s’il est stimulé. Les proto-moyofibroblastes et les
myofibroblastes sont des fibroblastes qui expriment des fibres d’α-actine, de la fibronec-
tine EDA (pour extra domain A) et des sites d’adhésion focale. Ces cellules, générant
une « tension mécanique », sont des fibroblastes différenciés sous l’action de contraintes
mécaniques et du TGF-β (pour transforming growth factor-β). On les retrouve dans les
tissus en cours de cicatrisation.
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1.1.1.2 Composition de la matrice extra-cellulaire

La matrice extra-cellulaire entoure les cellules qui la synthétisent et détermine en
retour leur phénotype (Jacob et Bernard, 2006). La matrice extra-cellulaire est un as-
semblage de macro-molécules regroupées en quatre catégories : les collagènes, les pro-
téoglycanes, l’élastine et les glycoprotéines de structure. Les protéoglycanes et les gly-
coprotéines de structure participent à la formation des fibres de collagène et des fibres
élastiques.

Fibres élastiques Elles forment des lamelles concentriques entourant les couches de
cellules musculaires lisses. Les fibres élastiques sont composées d’un noyau amorphe
constitué exclusivement d’élastine, représentant 90% de la fibre élastique mature, et d’un
ensemble de microfibrilles entourant ce premier composé. Les microfibrilles contiennent
de la lysyl oxydase (enzyme oxydant la lysine), des glycoprotéines de structure (fibrilline-
1 et -2) et des protéoglycans. Les protéoglycans participent à la fibrillogénèse des fibres
élastiques qui débute par la synthèse de microfibrilles dont les fibrillines sont les prin-
cipaux composants structuraux. Les fibrillines régulent ensuite l’organisation du dépôt
de la tropoélastine (Zhang et al., 1995). Enfin, l’élastine est obtenue par polymérisation
de la tropoélastine. Cette réaction de polymérisation, catalysée par la lysyl oxydase, re-
groupe les molécules d’élastine via des liaisons transversales (cross-link) covalentes entre
leurs résidus de lysine. Si la tropoélastine est une protéine hydro-soluble, l’élastine est
une protéine insoluble de la famille des protéines fibreuses de type structurel (scléro-
protéine). Le diamètre des fibres élastiques varie entre 0.2 et 5.0µ m (Thiriet, 2007).
Ces fibres sont arrangées en réseaux ou feuillets et peuvent être étirées à plus de 150%
sans rompre. Cela confère aux artères une très grande extensibilité. La paroi des artères
élastiques, comme l’aorte thoracique, peut atteindre une concentration de 40% en élas-
tine, alors que pour les artères musculaires, elle est plutôt de l’ordre de 10% (Thubrikar,
2007). Les fibres élastiques peuvent rester stables pendant des années si elles ne sont pas
rompues par l’élastase (enzyme sécrétée par les fibroblastes) lors d’une augmentation de
l’activité protéolytique (Thiriet, 2007). Notez enfin que, au cours du vieillissement, la
perte d’élastine cause une rigidification des artères.

Fibres de collagène Ce sont les principales fibres impliquées dans la résistance à
l’étirement. Elles sont constituées en majeur partie de collagène. Si 27 types de collagène
sont actuellement connus, 66% de celui présent dans les artères est de type I. Les hélices
des différents collagènes sont liées les unes aux autres grâce à des liaisons covalentes
catalysées en partie par la lysyl-oxydase (Canty et Kadler, 2005). Elles constituent ainsi
des fibrilles de diamètre voisin de 50 nm, c’est à dire bien plus fines que celles d’élastine.
L’assemblage de fibrilles produit les fibres de collagène, de diamètre allant de 0.5 à 20
µm (Thiriet, 2007). Les fibres de collagène forment un réseau tridimensionnel, orienté de
manière circonférentielle au voisinage des lames élastiques (c’est à dire parallèle à l’axe
principal des cellules musculaires lisses) ou plus désordonné dans l’espace intralamellaire
(Ushiki, 2002). Cet ensemble de fibres confère au tissu la résistance mécanique nécessaire
nécessaire au maintien de son intégrité, en évitant notamment des dilatations excessives.
Les fibres de collagène sont généralement ondulées lorsque les artères sont soumises à de
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faibles charges : dans ce cas, elles ne contribuent que très peu au comportement élastique
de la paroi. Par contre, quand le niveau de déformation augmente, les fibres de collagène
s’étirent progressivement avant de supporter une partie des contraintes auxquelles est
soumise la paroi. Il est couramment admis que ce sont les fibres de collagène qui sont
responsables du comportement élastique non-linéaire des artères 5. Les fibres de collagène
sont beaucoup plus raides que les fibres élastiques et elles peuvent seulement être étirées
jusqu’à 10% sans rompre. La demi-durée de vie du collagène dans le système cardio-
vasculaire, du fait des mécanismes de synthèse et de dégradation, varie entre 2 et 12
semaines. Ce système de régulation du collagène peut, en réponse à une blessure ou
une maladie, conduire à une augmentation de sa synthèse et donc à une rigidification
des tissus artériels (Thubrikar, 2007). Finissons en précisant que le rapport entre les
proportions de collagène et d’élastine augmente à mesure que l’on s’éloigne du cœur.

Protéoglycanes Ce sont des protéines complexes comportant de grandes quantités de
glucides. Elles sont organisées en très longues châınes auxquelles sont liées une à plusieurs
dizaines de châınes glycosaminoglycanes (Iozzo, 1998). Ces châınes sont le plus souvent
hydrophiles. En effet, en raison de la présence de groupes sulfatés et carboxylates, les
glycosaminoglycanes sont des molécules chargées négativement et ont la capacité de fixer
de nombreuses molécules d’eau. Cette propriété d’hydratation que les protéoglycanes
confèrent à la paroi vasculaire est essentielle pour résister à de fortes variations de pression
et maintenir la structure du vaisseau (Scott, 2001). Produits par les fibroblastes, les
protéoglycanes contrôlent la diffusion des molécules dans la média. Notez en outre, que
la liaison des protéoglycanes aux fibrilles (collagène et élastine) permet de limiter les
mouvements aléatoires des fibrilles sous l’effet des forces d’étirement.

Glycoprotéines de structure Les glycoprotéines de structure sont des protéines sur
lesquelles sont greffées de courtes châınes glucidiques (Chothia et Jones, 1997). Bien
qu’hétérogènes en taille, structure et distribution tissulaire, ces glycoprotéines ont des
points communs : elles contiennent plusieurs domaines structuraux et fonctionnels, plu-
sieurs sites de fixation aux cellules via les intégrines et plusieurs sites d’interactions
avec les autres macromolécules extracellulaires. Parmi l’ensemble des glycoprotéines de
structure, on distinguera la fibronectine et les laminines des membranes basales. La fi-
bronectine joue un rôle essentiel dans la fixation des cellules à la matrice extracellulaire
et l’organisation du cytosquelette. Elle est sécrétée par les fibroblastes, les cellules mus-
culaires lisses, les chondrocytes et les cellules endothéliales. Les laminines participent à
la structure des membranes basales dans lesquelles elles interagissent avec le collagène de
type IV. Elles contrôlent aussi l’adhésion, la prolifération, la différentiation et la polari-
sation des cellules avec lesquelles elles interagissent. Enfin, notons que lors de la synthèse
des fibres élastiques, les glycoprotéines forment une charpente sur laquelle se déposent
les molécules de tropoélastine (Jacob et Bernard, 2006).

5. Notez qu’il existe des incertitudes dans cette description du comportement non linéaire, concernant no-
tamment la nature des liens entre les fibres élastiques et celles de collagène ainsi qu’entre ces deux types de fibres
et les cellules musculaires lisses (Kalita et Schaefer, 2008).
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Remarque 1.1. (Interactions dans la matrice extracellulaire) Même si les macromolécules
de la matrice extra-cellulaire sont regroupées et décrites en quatre grandes familles,
les interactions entre elles sont très nombreuses (élastine-glycoprotéines de structure,
collagènes-protéoglycanes, protéoglycanes-glycoprotéines de structure, glycoprotéines de
structure-collagènes). Ces interactions participent à la mise en place et au maintien de la
cohésion tissulaire (Jacob et Bernard, 2006). Au cours du vieillissement, les interactions
des macromolécules avec les facteurs environnementaux (glucose, lipides, calcium, etc.)
et l’altération des processus de synthèse et de dégradation perturbent l’homéostasie de
la matrice et donc la fonctionnalité des tissus.

1.1.1.3 Structure

Toutes les artères ont des structures communes et des particularités en lien avec leurs
fonctions spécifiques. Si on effectue une coupe transversale (telle que le flux sanguin
soit normal au plan de coupe), les artères (saines) ont un profil circulaire d’épaisseur
constante. Comme on peut le voir sur la figure 1.3, la structure des artères est constituée
de trois tuniques entourant la lumière : l’intima, la média et l’adventice. Nous présentons
ci-dessous leurs principales caractéristiques.

Intima C’est la tunique au contact de la lumière du vaisseau. Elle consiste en une
couche unique de cellules endothéliales reposant sur une lame basale de 1 µm d’épaisseur,
principalement constituée de collagène de type IV. Une lame élastique interne d’épaisseur
variable sert habituellement de frontière entre l’intima et la média. L’intima joue un rôle
majeur d’interface entre le sang et la paroi artérielle. Même si cette couche ne varie que
très peu selon les vaisseaux, dans le cas de l’aorte ou des larges artères musculaires, elle
peut inclure une couche subendothéliale composée de matrice extracellulaire, de fibres de
collagène, de fibrilles élastiques, de cellules musculaires lisses, de fibres de scléroprotéines
et probablement quelques fibroblastes. Malgré tout, comme cette couche subendothéliale
est quasiment inexistante chez les patients jeunes et sains, on peut dès lors considérer
que son épaississement est nécessairement associé à une situation pathologique comme
l’athérosclérose (Kalita et Schaefer, 2008).

Média C’est la couche centrale, la plus épaisse de la paroi artérielle. Dans le cas de
l’aorte, la média peut avoir une épaisseur de 500 µm. Cette tunique est limitée par
une lame élastique interne du coté de l’intima et une lame élastique externe du coté de
l’adventice. Ces lames élastiques sont organisées en feuillets perforés afin de favoriser le
transfert d’eau, de nutriments ou d’électrolytes ainsi que pour permettre la communica-
tion cellulaire entre les tuniques. Notez que la lame élastique interne est moins marquée
dans le cas des artères musculaires et n’existe pas dans le cas des artères cérébrales.
De façon générale, la média est caractérisée la répétition de motifs concentriques (ou
sous-couches) dont le nombre et l’épaisseur varient le long de l’arbre artériel. A titre
d’exemple, on trouve environ 60 répétitions de 15 µm d’épaisseur pour l’aorte thora-
cique ou 30 répétitions de 20 µm d’épaisseur pour l’aorte abdominale (Thubrikar, 2007).
Chaque motif, appelé « unité lamellaire » par Wolinsky et Glagov (1967a), peut être vu
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Figure 1.3. Modèle schématique des principaux constituants d’une artère élastique saine composée de trois
tuniques : intima, média, adventice. L’intima est la tunique la plus interne et consiste en une monocouche de
cellules endothéliales basées sur une fine membrane basale et une couche subendothéliale d’épaisseur variable.
La média est composée de cellules musculaires lisses, un réseau de fibres élastiques et de collagène et des lames
élastiques, séparant ainsi la média en un certain nombre de couches de composite fibreux arrangé sous forme de
structure hélicöıdale. L’adventice est la tunique située à l’extérieur et est entourée par le tissu conjonctif souple.
Les principaux constituants de l’adventice sont des fibroblastes et des enchevêtrements de fibrilles de collagène
arrangés sous forme de structure hélicöıdale. [Adapté de Holzapfel et al. (2000)].

comme des couches de cellules musculaires lisses séparées par des lames élastiques d’en-
viron 3 µm d’épaisseur et de nature identique aux lames élastiques internes et externes
(perforations, etc.). Le nombre d’unités lamellaires est proportionnel au diamètre du vais-
seau et augmente progressivement avec le poids et la taille chez les différents animaux.
Les cellules musculaires lisses sont le type cellulaire prédominant de la média. Celles-ci
sont insérées dans une matrice extracellulaire qu’elles sécrètent et qui est constituée de
fibres élastiques et de collagène. Les cellules musculaires lisses sont indispensables pour
l’activité vasomotrice (relaxation et contraction) des artères. Plus on avance le long de
l’arbre artériel, plus le nombre de couches de cellules musculaires lisses augmente au sein
de chaque motif, allant jusqu’à une douzaine de couches dans les artères des bras ou des
jambes (Thubrikar, 2007). Cette affirmation du caractère musculaire des artères se fait
au détriment du caractère élastique avec la diminution du nombre de fibres élastiques et
de collagène.
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Adventice C’est la tunique périphérique des artères. Elle représente près de 10% de
l’épaisseur totale des artères élastiques et beaucoup plus pour les artères musculaires mais
est quasiment inexistante dans le cas des artères cérébrales. Elle est constituée de tissu
conjonctif (élastine et collagène), de fibroblastes, de macrophages, de terminaisons ner-
veuses et du vasa-vasorum. Les vasa-vasorum sont les capillaires des parois vasculaires.
Ils apparaissent lorsque la paroi des artères est suffisamment épaisse pour nécessiter leur
propre système vasculaire pour l’apport de O2, CO2, nutriments et métabolites, en par-
ticulier dédiés aux cellules musculaires lisses situées dans la média (Humphrey, 2002).
Les vasa-vasorum sont présents au sein des artères de diamètre supérieur à 200 µm et
deviennent vraiment nécessaires lorsque le nombre total de lames élastiques au sein de la
paroi des artères élastiques excède 29 (Wolinsky et Glagov, 1967b). Sur les vaisseaux de
plus petit diamètre, on trouve par contre plus de terminaisons nerveuses qui permettent
à l’adventice de jouer un rôle dans la régulation de la vasomotricité en libérant des neuro-
transmetteurs à destination des cellules musculaires lisses. Les fibres de collagène au sein
de l’adventice sont orientées de façon hélicöıdale, ce qui confère à la paroi artérielle suffi-
samment de rigidité pour éviter toute dilatation excessive en conditions physiologiques.
L’adventice sert aussi et enfin à connecter les vaisseaux aux tissus environnants.

1.1.2 Hémodynamique et physiologie artérielle

L’hémodynamique est l’étude des propriétés du flux sanguin. En suivant les principes
classiques d’hydrodynamique, le débit du sang dans l’appareil cardiovasculaire se fait
toujours à partir d’une région de haute pression, comprenant le ventricule gauche, l’aorte
et les artères systémiques, vers une région à basse pression constituée des capillaires
sanguins, des veines systémiques, du ventricule droit et de la circulation pulmonaire tout
entière. Si la différence de pression le long de l’arbre artériel dépend du débit cardiaque
et de la résistance des artères périphériques, les niveaux de pression 6 moyens observés au
niveau des artères systémiques sont voisins de 100 mmHg (≈ 13, 3 kPa) et ceux observés
au niveau des capillaires voisins de 15 mmHg (≈ 2 kPa). Il est clair que cette différence
de pression a pour objectif physiologique de maintenir un flux sanguin continu adapté à
l’irrigation des tissus.

1.1.2.1 Propagation de l’onde artérielle

Commençons par préciser que la systole (la phase contractile du cœur) ne représente
qu’un tiers de la durée du cycle cardiaque. À chaque systole, un volume important de
sang (environ 80 mL de sang) afflue dans les artères systémiques. Seulement, bien que la
contraction du cœur génère la majeure partie de l’écoulement sanguin, la dilatation des
artères sous l’action de la pression sanguine conduit à stocker une partie du sang éjecté.
Ensuite, lors de la diastole, quand la pression artérielle diminue, l’énergie élastique stockée
par les artères est libérée progressivement, permettant ainsi d’augmenter la vitesse du
flux sanguin en fournissant une seconde impulsion de pression (Humphrey, 2002). Ce

6. Historiquement, l’unité utilisée par les cardiologues et biologistes pour mesurer le niveau de pression est
le millimètre de mercure. La relation de conversion en Pascal en condition de température normale est 1mmHg
≈ 133.3223684211 Pa.
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Figure 1.4. (a) Illustration de la propagation de l’onde sanguine. (1) L’arrivée du flux sanguin à haute pression
provoque une dilatation de la paroi artérielle. La section de l’artère étant plus importante, une partie du sang est
stockée dans cet espace. (2) L’énergie de déformation élastique emmagasinée par la paroi artérielle est libérée,
générant une « seconde impulsion de pression » nécessaire au maintien du flux sanguin. (3,4,5) Ce mécanisme
se reproduit de proche en proche, constituant l’onde artérielle (ou onde de pouls) qui se propage le long de la
paroi sur toute la longueur de l’arbre artériel, à une vitesse de plusieurs mètres par seconde. (b) Représentation
schématique des variations de pression et de vitesse d’écoulement du sang au cours du cycle cardiaque et selon
la position dans l’arbre artériel. [Adapté de McDonald (1960)]

mécanisme se reproduit de proche en proche, constituant l’onde artérielle (ou onde de
pouls) qui se propage le long de la paroi sur toute la longueur de l’arbre artériel, à
une vitesse de plusieurs mètres par seconde (voir la figure 1.4a). C’est Giovanni Borelli
(1608–1679) qui a le premier compris la capacité des artères à « lisser le flux sanguin »

grâce à leur comportement élastique permettant de « stocker la pression », propriété
nommée plus tard par Otto Frank (1865–1944) l’effet Windkessel (mot allemand pour
réservoir élastique). Après avoir parcouru l’ensemble de l’arbre artériel, l’onde artérielle
se réfléchit ensuite sur les résistances artériolaires et les bifurcations, et forme ainsi une
onde réfléchie qui revient vers le cœur. Enfin notons que la vitesse de propagation de
l’onde artérielle est un témoin de l’état de la paroi. Plus spécifiquement et comme pour
tout corps élastique, cette vitesse de propagation s’accélère lorsque la paroi artérielle
devient anormalement rigide, par exemple sous l’effet de l’hypertension artérielle, de
l’artérosclérose ou du diabète.

Malgré ce « lissage », la pression et le flux sanguin dans les artères conservent un
caractère pulsatile prononcé (Fig. 1.4b). Lors de chaque éjection ventriculaire, la pression
sanguine s’élève et atteint son maximum : la pression systolique, souvent vue comme le
reflet du débit cardiaque et de la distension des artères élastiques. Après la fermeture
des valvules sigmöıdes (valve aortique), le sang s’écoule vers les artérioles et la pression
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diminue progressivement jusqu’à atteindre son minimum en fin de diastole (phase de
remplissage ventriculaire). C’est en partie ce qui explique pourquoi la pression diastolique
est considérée par les cliniciens comme un index de l’état des vaisseaux périphériques.
Compte tenu de la forme de l’onde de pression, la pression moyenne artérielle Pmoy est
actuellement estimée par les cliniciens par

Pmoy = Pdia + β (Psys − Pdia) , β = 1/3 (1.1)

où Psys et Pdia sont respectivement les valeurs de pression systolique et diastolique. No-
tez toutefois que cette estimation fait l’objet de discussions et que Meaney et al. (2000)
ont proposé d’utiliser β = 0.412 ou même β = 0.475 pour les patients jeunes qui s’ex-
plique par le retour plus lent de l’onde réfléchie. Il est aussi important de remarquer
le phénomène d’amplification de l’onde de pression et en particulier l’augmentation de
l’amplitude de la pression maximale (systolique) à mesure que l’on s’éloigne du cœur,
d’autant plus importante que le sujet est jeune (Agabiti-Rosei et al., 2007). Malgré tout,
il est bien établi que la pression moyenne Pmoy décrôıt entre l’aorte (∼ 13 kPa) et les
artérioles (∼ 5 kPa). De plus, lorsque les dimensions des artères deviennent très petites,
au niveau des artérioles, la pression artérielle chute très rapidement et la différence entre
les valeurs de pression systolique et diastolique devient très faible. C’est pour cela que les
artérioles – contrôlant les entrées de sang dans les capillaires – sont considérées comme
les sites principaux de résistance du flux sanguin.

De façon analogue aux variations de pression, l’écoulement sanguin atteint sa vitesse
maximale lors de la systole, diminue puis change de sens lors de la diastole (Fig. 1.4b).
Ce phénomène d’inversion du sens du flux sanguin s’atténue à mesure que l’on s’éloigne
du cœur. La chute de pression observée se ressent évidemment au niveau de la vitesse
moyenne du flux sanguin : elle passe de près de 10 cm/s dans les grandes artères jusqu’à
moins de 0.1 mm/s dans les capillaires.

1.1.2.2 Classification des artères

Parallèlement aux conditions de pression sanguine, l’épaisseur et la micro-structure
des parois artérielles évoluent le long de l’arbre vasculaire. Bien que ces variations soient
progressives et que certaines artères ont des comportements mixtes, il est habituel de
distinguer trois types artériels en fonction de leurs propriétés et dimensions (Thiriet,
2007; Thubrikar, 2007).

Artères élastiques ou de conductance. Ce sont les vaisseaux les plus larges, situés près
du cœur. Les artères élastiques sont caractérisées par la présence de nombreuses lames
élastiques dans la média. Leur paroi est relativement mince par rapport à leur diamètre.
Dans ce groupe, on trouve notamment l’aorte, les branches provenant de l’arche aortique
et de l’artère pulmonaire. Le comportement élastique passif de ces vaisseaux leur permet
de s’élargir lorsque le cœur éjecte le sang à haute pression et de se rétracter lors de la
diastole. Ce phénomène est crucial pour « pousser » le flux sanguin et ainsi maintenir
l’écoulement pendant toute la durée du cycle cardiaque.
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Artères musculaires ou de résistance. Ce sont essentiellement des vaisseaux de dia-
mètre moyen, situés près des tissus qu’ils alimentent. Ces artères sont dites musculaires
car elles contiennent plus de cellules musculaires lisses et moins de fibres élastiques que
les artères dites élastiques. C’est la présence de ces cellules musculaires lisses qui conduit
à leur activité vasomotrice (Thubrikar, 2007). En effet, la vasoconstriction ou la vaso-
dilatation des artères musculaires (respectivement associées à aux diminutions et aug-
mentations de diamètre) leur permet de réguler la vitesse du flux sanguin vers les tissus.
Dans ce groupe, on trouve notamment les artères carotides, les artères branchiales ou les
artères coronaires.

Artérioles Ce sont les plus petits vaisseaux artériels. Ils apportent le sang aux capil-
laires. Les artérioles situées près des artères ont une composition qui leur est semblable,
par contre celles situées près des capillaires se limitent souvent à un anneau de cellules
endothéliales entourées de cellules musculaires lisses. Ces artères constituent le principal
site de contrôle de la résistance périphérique au flux sanguin, là encore par activité vaso-
motrice. En particulier, un tonus musculaire élevé des cellules musculaires lisses conduit
directement à une augmentation de la pression artérielle dans tout le système vasculaire,
tandis que la relaxation abaisse la pression (Thiriet, 2007).

1.1.2.3 Fonctions physiologiques

La classification des artères que nous venons de présenter dépend plus des fonctions
physiologiques des artères que de leur structure. Certes, il est clair que la fonction du
système vasculaire est d’assurer l’irrigation sanguine des différents organes et tissus et de
distribuer ainsi l’ensemble des molécules nécessaires à leur fonctionnement. Seulement, il
est important de noter que les parois artérielles ne sont pas que de simples conduits mais
possèdent des propriétés mécaniques, de synthèse et comportent de nombreux récepteurs
à des substances chimiques. Les fonctions endothéliales et sympathiques permettent en
effet à la paroi artérielle de nombreux ajustements physiologiques et participent à la
réponse cardio-vasculaire en s’adaptant aux changements de posture, de modification
de température de l’environnement, au stress et à l’exercice physique. En particulier, il
existe de nombreuses interactions entre les différentes tuniques, plus spécifiquement entre
les trois types cellulaires caractéristiques, à savoir les cellules endothéliales de l’intima,
les cellules musculaires lisses de la média et les fibroblastes de l’adventice.

Membrane semi-perméable Comme une membrane semi-perméable, l’endothélium
vasculaire régule le transfert passif des molécules contenues dans le sang, parmi lesquelles
les lipoprotéines qui sont les principaux porteurs du cholestérol et d’autres lipides dans
l’organisme. Mais, en plus d’assurer cette fonction de barrière inerte entre le sang et
les tissus, les cellules endothéliales contrôlent aussi de nombreuses fonctions d’homéo-
stasie, l’immuno-modulation et le processus d’angiogénèse (Herrmann et Lerman, 2001).
En effet, l’endothélium sain inhibe l’adhésion sur la surface vasculaire des plaquettes
et leucocytes (Fishman, 1982) et maintient l’équilibre des activités pro-fibrinolytiques
(synthèse de la fibrine) et pro-thrombotiques (Landmesser et al., 2004). Si les cellules
endothéliales ont des actions autocrine, paracrine et endocrine significatives, elles ont
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aussi des fonctions de transport actif et passif de nombre de constituants sanguins. No-
tez qu’avec l’âge, il se produit souvent une destruction au moins locale de la couche de
cellules endothéliales qui diminue la fonction endothéliale et augmente la perméabilité
de l’intima au flux de constituants sanguins (lipoprotéines, cellules mononuclées, etc.).

Régulation de la pression artérielle Les artères doivent s’accommoder des grandes
variations de pression engendrées par l’activité cardiaque. Pour y parvenir, elles sont
constituées de cellules musculaires lisses capables de se contracter (vasoconstriction) ou
de se détendre (vasodilatation) en fonction des signaux nerveux et hormonaux reçus.
Elles régulent ainsi le débit sanguin local et la pression artérielle moyenne. La régulation
à court terme de la pression artérielle fait intervenir le système nerveux sympathique
avec notamment les barorécepteurs aortiques et carotidiens. Les barorécepteurs sont des
terminaisons nerveuses situées dans la paroi des artères et qui fournissent des impulsions
réflexes proportionnelles à l’étirement de la paroi du vaisseau. Ces impulsions inter-
viennent dans la régulation cardiaque en engendrant une modification de la force de
contraction atriale et permettent de stimuler la contraction ou la relaxation des cellules
musculaires lisses des petits vaisseaux des membres et vicères. Cette régulation nerveuse
agit rapidement sur la vasomotricité et permet de conserver une pression sanguine ap-
proximativement constante. D’autre part, par leurs récepteurs membranaires, les cellules
endothéliales sont aussi capables de percevoir les changements hémodynamiques sous
la forme d’un stimulus mécanique ou en association avec des modifications locales de
concentrations de facteurs chimiques, de neurotransmetteurs ou d’hormones (Herrmann
et Lerman, 2001; Widlansky et al., 2003). En réponse, elles sécrètent divers agents va-
soconstricteurs (endothéline, prostaglandines, sérotonine des plaquettes, angiotensine II)
ou vasodilatateurs (monoxyde d’azote (NO), prostacycline (PGI2), EDHF

7) à destina-
tion des cellules musculaires lisses qui, grâce à leur fonction contractile, assurent cette
vasomotricité (Furchgott et Zawadzki, 1980). L’endothélium maintient ainsi l’équilibre
entre vasoconstriction et vasodilatation et participe à la régulation du débit sanguin local
et la pression artérielle. Notez enfin que si les récepteurs des cellules endothéliales sont
endommagés, par exemple par un phénomène d’érosion associé au flux sanguin, alors les
réponses vasomotrices seront aussi changées (Hansson, 2005).

Remodelage de la paroi artérielle Les vaisseaux sanguins sont en constant change-
ment afin d’adapter et optimiser leur géométrie (rayon interne, épaisseur, etc) en fonction
des sollicitations mécaniques auxquelles ils sont soumis (pression sanguine, cisaillement
dû au flux sanguin ou autre). Bien que le remodelage des artères saines soit une réponse
homéostatique de sorte que le niveau de contraintes redevienne acceptable dans la pa-
roi artérielle, ses mécanismes sont encore mal connus (Melo et al., 2007). En effet, le
remodelage vasculaire semble être un subtil équilibre entre la protéolyse et la synthèse
de protéines de la matrice extra-cellulaire par les cellules de la paroi vasculaire et leur

7. En plus de la production et de la libération de monoxyde d’azote (NO) et de prostacycline (PGI2),
l’endothélium est capable d’induire une relaxation en agissant directement sur le potentiel de membrane des
cellules musculaires lisses. L’ensemble de ces substances libérées par l’endothélium est appelé EDHF (pour
endothelium-derivated hyperpolarizing factor) et hyperpolarise les cellules musculaires lisses, ce qui empêche
l’entrée du calcium dans la cellule et donc bloque la contraction.
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dégradation par les métalloprotéinases matricielles ou MMP (pour matrix metalloprotei-
nases) (Ward et al., 2000). Évidemment, les mécanismes de remodelage sont en grande
partie possibles grâce aux fonctions métaboliques et synthétiques des cellules endothé-
liales et des cellules musculaires lisses (Khazaei et al., 2008), mais aussi grâce à l’action
des MMP qui, en dégradant la matrice extra-cellulaire, permettent la migration des cel-
lules à l’intérieur de la matrice extra-cellulaire (Woessner Jr, 1991). Parmi les nombreux
médiateurs impliqués dans le remodelage artériel, le NO, le PDGF (pour platelet-derived
growth factor) et le TGF-β (pour transforming growth factor-β) semblent jouer les pre-
miers rôles (Lehoux et al., 2002). Le NO est un inhibiteur de remodelage. La libération
du monoxyde d’azote (NO) par l’endothélium inhibe la prolifération des cellules mus-
culaires lisses et empêche la production de l’endothéline (vasorétractant) (Furchgott et
Zawadzki, 1980). En plus grande quantité, le NO active les MMP et provoque l’apoptose
des cellules musculaires lisses ce qui conduit à un remodelage hypotrophique, c’est à dire
une diminution de l’épaisseur de la paroi (Melo et al., 2007). D’un autre coté, le PDGF
et le TGF-β induisent la prolifération de cellules musculaires lisses et la sécrétion de
collagène, les MMP aidant alors à la réorganisation du tissu (Ward et al., 2000). Les
cellules musculaires lisses synthétisent alors des composés de la matrice extra-cellulaire
et peuvent se multiplier jusqu’à ce que le niveau de contraintes dans l’artère redevienne
normal, en raison de l’épaississement de la paroi artérielle. C’est le remodelage hypertro-
phique, c’est à dire une augmentation de l’épaisseur de la paroi (Melo et al., 2007). La
diminution de la synthèse de facteurs vasodilatateurs comme le NO et l’augmentation de
la synthèse d’endothéline semblent donc contribuer à l’augmentation de la rigidité vascu-
laire. En effet, la captation de l’endothéline par les cellules musculaires lisses induit leur
vasoconstriction mais aussi leur prolifération et la captation par les fibroblastes induit à
la fois leur prolifération et la synthèse de matrice extra-cellulaire. Il est donc clair qu’en
dehors de leur effet sur le tonus vasculaire, le NO et l’endothéline peuvent contribuer
à l’augmentation de la rigidité vasculaire en participant à la calcification vasculaire et
à la fibrose. Toutefois, il est important de noter que l’équilibre associé au remodelage
est complexe. Par exemple, la captation du vasoconstricteur qu’est l’endothéline par les
récepteurs ETB des cellules endothéliales induit la production des vasodilatateurs NO et
PGI2. De plus, comme les cellules endothéliales ne libèrent pas le NO uniquement vers
les cellules musculaires lisses mais également dans la lumière des vaisseaux sanguins, ce
dernier inhibe l’adhésion des plaquettes et des leucocytes sur l’endothélium. Par consé-
quent, la dysfonction endothéliale est un signe de pathologie vasculaire tant elle joue
un rôle important dans l’initiation et la progression des maladies (Khazaei et al., 2008).
Enfin, finissons par mentionner qu’avec l’âge, les cellules musculaires lisses perdent leur
phénotype contractile et adoptent le phénotype sécrétoire ce qui conduit à la synthèse
de collagène et à la fibrose progressive de la paroi artérielle (Jacob et Bernard, 2006).

1.1.3 Caractéristiques mécaniques et caractérisation

Ce sont les distributions, orientations et inter-connexions des constituants de la paroi
artérielle qui lui confèrent ses propriétés mécaniques. Si ces considérations sont axioma-
tiques en mécanique, il est tout de même important de remarquer ici le rôle complémen-
taire de l’histologie quantitative et de la mécanique. En conséquence, les compositions
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et la micro-structure décrites précédemment ont évidemment plusieurs conséquences qui
doivent être prises en compte lors de la modélisation du comportement des artères.

1.1.3.1 Caractéristiques mécaniques

Depuis les travaux de Roy (1881), il est bien accepté que les artères sont des tissus
non-uniformes, dont le comportement est anisotrope et non linéaire (Fung, 1981; Holzap-
fel et al., 2000; Humphrey, 2002; Kalita et Schaefer, 2008). Quand elles sont sujettes à
des chargements cycliques, elles montrent une hystérésis. Elles se relaxent à déformation
constante et fluent à chargement constant (Fung, 1981). À la lumière des résultats expé-
rimentaux (Carew et al., 1968), les artères sont incompressibles dans toute la gamme de
pressions physiologiques ; ceci est probablement dû à la grande proportion d’eau dans leur
composition (Humphrey, 2002, 2003). Les artères ont aussi des contraintes résiduelles.
En effet, lorsqu’on les retire des conditions in-vivo, elles se rétractent et lorsqu’elles sont
coupées radialement, elles s’ouvrent spontanément (Fung, 1991; Greenwald et al., 1997;
Holzapfel et al., 2007; Takamizawa et Hayashi, 1987; Vaishnav et Vossoughi, 1987).

Non-linéarité La non-linéarité du comportement des artères découverte par Roy
(1881) ne sera réellement comprise qu’au milieu du XXème siècle lorsque la théorie des
grandes déformations a été développée (Green et Zerna, 1968; Murnaghan, 1951; Trues-
dell et Noll, 1965; Truesdell et Toupin, 1960). Dès lors, durant la deuxième moitié du
XXème siècle, de nombreux auteurs, suivant les pionniers Richard Skalak et Yuan-cheng
Fung, vont contribuer à l’amélioration des connaissances en construisant de nombreuses
lois de comportement dans le cadre de la théorie de l’élasticité (non-linéaire) afin d’étu-
dier la réponse mécanique des artères (voir, par exemple, Fung, 1981; Humphrey, 2002).

Non-uniformité Les parois artérielles sont en général non uniformes. Rappelons-nous
que les artères ont une structure « en couches » dans laquelle chaque tunique est elle-
même non uniforme car constituée de différentes sous-structures (unités lamellaires, cel-
lules musculaires, etc.). De plus, le long de l’arbre artériel la composition et la structure
des tissus varient. Comme conséquences directes, les proportions de collagène, d’élastine
ou de cellules musculaires lisses ne peuvent pas être vues comme des constantes glo-
bales. Ajoutons aussi que, comme la composition des parois dépend des chargements,
elle change avec le temps (Vito et Dixon, 2003). En accord avec cet ensemble de consta-
tations, la méthode de modélisation le plus souvent adoptée consiste à diviser la paroi
artérielle en deux ou trois couches uniformes, selon que le comportement de l’intima soit
considéré ou non (Demiray et Vito, 1991; von Maltzahn et al., 1984). L’hypothèse sous-
jacente étant bien évidemment l’approche macroscopique phénoménologique de milieu
continu, qui a depuis des années montré sa robustesse (Holzapfel, 2000). Par exemple, en
modélisant l’artère coronaire gauche (l’artère fonctionnelle la plus importante), Holzapfel
et Gasser (2001); Holzapfel et al. (2002a) ont fait l’hypothèse que la paroi artérielle était
une structure bi-couche dans laquelle la média occupait les deux tiers de l’épaisseur et
l’adventice le tiers restant, négligeant au passage le rôle mécanique de l’intima. Notons
que la composition spécifique des artères étudiées est souvent prise en compte de façon
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Figure 1.5. Illustration du comportement anisotrope non-linéaire des tissus artériels. Les courbes de réponses
contrainte-allongement représentent la moyenne des caractéristiques obtenues avec des essais de traction uniaxiale
des trois tuniques d’artères coronaires gauches humaines. [Adapté de Holzapfel et al. (2005b)].

complètement transparente en utilisant un comportement uniforme pour chacune des
couches directement issu d’essais de caractérisation macroscopique.

Anisotropie L’existence de directions privilégiées pour nombre de constituants des
vaisseaux conduit à l’émergence d’un comportement mécanique macroscopique aniso-
trope. De façon spécifique, l’anisotropie du comportement mécanique est associée aux
orientations privilégiées des fibres de collagène, des cellules musculaires lisses et du ré-
seau d’élastine dans la média et l’adventice. Concernant la média, des études histologiques
ont montré que les cellules musculaires lisses sont préférentiellement arrangées le long
des fibres (Holzapfel et al., 2000). Or des études expérimentales ont aussi montré que
la direction privilégiée de ces fibres est majoritairement hélicöıdale par rapport à la di-
rection circonférentielle, avec tout de même une certaine disparité au niveau des angles
et une certaine composante radiale. Concernant l’adventice, sa micro-structure est plus
désorganisée, ce qui rend la tâche plus difficile pour extraire une direction privilégiée
(Gasser et al., 2006). En accord avec ces observations, il est assez courant de modéliser
la micro-structure des artères avec un modèle anisotrope non linéaire à deux familles de
fibres orientées de façon hélicöıdale par rapport à la direction circonférentielle (Holzapfel
et al., 2000). Ce modèle peut être complété par l’introduction d’une certaine dispersion
pour prendre en compte l’orientation des fibres dans la direction radiale (Holzapfel et al.,
2005b). Pour essayer de quantifier un peu cette anisotropie de la paroi, citons que des
expériences associées à ces modèles ont montré un angle moyen d’orientation plus faible
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pour la média (angle moyen ∼ 0–20 deg) que pour l’adventice (∼ 40–60 deg) (Gasser
et al., 2006; Holzapfel et al., 2000, 2005b).

Incompressibilité Comme la paroi artérielle est majoritairement composée d’eau,
elle est généralement considérée comme un milieu incompressible. Même s’il peut y avoir
des mouvements de fluide à l’intérieur du tissu (poreux), induits par des gradients de
contraintes comme mentionné par Chuong et Fung (1984), l’hypothèse d’incompressibi-
lité de la paroi a été démontrée par des études expérimentales. En effet, Carew et al.
(1968) ont montré que des échantillons d’artères se déformaient de façon isochore sous
l’action d’un grand nombre de charges différentes, dont celles associées aux conditions
physiologiques.

Contraintes résiduelles La présence de contraintes résiduelles dans les vaisseaux
est considérée comme une des caractéristiques les plus importantes (Humphrey, 2002).
Rappelons que les contraintes résiduelles se définissent comme les contraintes existantes
au sein du tissu en l’absence de charge extérieure appliquée. Elles sont révélées si une
coupe est effectuée sur un vaisseau à l’état ex-vivo non chargé. Comme mentionné par
Humphrey (2002), un des premiers à découvrir la présence de contraintes résiduelles au
sein des artères est Bergel (1960). Il a écrit 8 :

Quand une artère est fendue longitudinalement, elle s’ouvre en se déroulant. . .
Ceci indique sûrement la présence de contraintes même s’il n’existe aucune pres-
sion pouvant engendrer une quelconque dilatation.

Un quart de siècle plus tard, Chuong et Fung (1986) ont réalisé des expériences avec
des artères de lapin et ont trouvé que lorsque les artères étaient coupées le long de leur
axe de symétrie, elles s’ouvraient. Ils ont ensuite reproduit le même genre d’expériences
avec le ventricule gauche et ont trouvé le même type de comportement (Omens et Fung,
1990). Comme récemment redémontré par Holzapfel et al. (2007), les contraintes rési-
duelles existent dans toutes les directions, mais sont tout de même plus prononcées dans
les directions circonférentielles et axiales. En effet, si une artère est découpée en pe-
tits anneaux comme indiqué sur la figure 1.6, ceux-ci s’ouvrent naturellement après une
excision dans la direction radiale. De même, une bande longitudinale excisée s’enroule
naturellement sur elle-même. Ceci confirme donc évidemment les observations de Bergel
(1960). De façon générale, les études réalisées sur des artères saines ont montré que la
présence de contraintes résiduelles dans la direction circonférentielle tend à uniformiser
la distribution des contraintes sur l’ensemble de l’épaisseur de la paroi (Chuong et Fung,
1986; Guo et al., 2005; Takamizawa et Hayashi, 1987; Vaishnav et Vossoughi, 1987).
Ces contraintes résiduelles sont souvent associées au comportement de l’élastine, sécré-
tée par les fibroblastes lors de la croissance du tissu, et dont le remodelage est influencé
par le niveau d’activité des cellules musculaires lisses (Humphrey, 2002). Sur un plan
plus théorique, Skalak et al. (1982) a suggéré que les contraintes résiduelles au sein des
tissus ne sont jamais que les contraintes associées à la déformation élastique nécessaire
pour restaurer la continuité matérielle après leur croissance dite incompatible (voir aussi

8. Citation trouvée dans le livre de Humphrey (2002) : When an artery is split open longitudinally it will
unroll itself. . . This surely indicates some degree of stress even when there is no distending pressure.
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Figure 1.6. Illustration schématique de la présence de contraintes résiduelles au sein des tissus artériels. La
bande circonférentielle est issue de la coupe radiale d’un anneau, correspondant à une section d’aorte. La bande
axiale a été directement découpée sur la face antérieure du vaisseau. Les temps indiqués correspondent aux
durées de relaxation nécessaires pour obtenir l’équilibre complet des échantillons. Tous les échantillons ont été
collés à des cylindres en plastiques de 7 mm de diamètre. Toutes les géométries des segments sont reproduites
aux échelles exactes. [Adapté de Holzapfel et al. (2007)].

Klarbring et al., 2007; Skalak et al., 1996). La question fondamentale émergeant alors
étant : existe-t-il une configuration sans contrainte associée à chaque tissu ? Idéalement
cette configuration correspond au ré-assemblage du tissu après un nombre de coupes
infini, donc la réponse est clairement non. Dans ce cas, à quoi correspondent les géomé-
tries excisées représentées sur la figure 1.6 ? En explorant cette question, Han et Fung
(1991) ont montré que la majeure partie des contraintes résiduelles étaient libérées par
une simple coupe radiale et que les coupes suivantes ne conduisaient qu’à de très faibles
contributions. Ce sont ces résultats qui ont conduit de nombreux auteurs à considérer
l’existence d’une configuration globalement homogène, c’est à dire libre de contrainte,
obtenue par une simple coupe. En partant de cette hypothèse, nous pouvons recons-
truire l’état résiduel par résolution d’un simple problème élastique et estimer ses effets
dans l’environnement pressurisé in-vivo. Cette procédure est classique en mécanique. Par
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Figure 1.7. Illustration du comportement actif des tissus artériels. Les courbes de réponses pression-diamètre
représentent la moyenne des caractéristiques obtenues avec des essais d’inflation dans les trois états de tonus des
cellules musculaires lisses de parois saines de carotides de rats. [Adapté de Zulliger et al. (2004)].

conséquent, la méthode de l’angle d’ouverture s’est imposée comme mesure de l’état de
contraintes résiduelles dans les vaisseaux sanguins (Alastrué et al., 2007; Chuong et Fung,
1986; Fung, 1991).

Activité contractile Les cellules musculaires lisses présentes dans la média agissent
de façon active sur l’élasticité de la paroi vasculaire, grâce à leurs propriétés contractiles.
L’état de contraction de ces dernières est directement associé à la concentration en Ca2+.
Cet état gouverne en partie les dimensions de la lumière du vaisseau et plus généralement
sa déformation (Fig. 1.7). Par conséquent, les propriétés mécaniques « apparentes » des
artères dépendent largement de l’état de contraction des cellules musculaires lisses. Les
effets de l’activation du muscle lisse sur les propriétés mécaniques artérielles peuvent être
mesurés à partir d’un modèle expérimental animal. Pour libérer le caractère contractile
des cellules musculaires lisses, on peut utiliser du chlorure de potassium ou de la no-
pépinéphrine ; dans ce cas on obtient l’état de tonus musculaire maximal. À l’opposé,
l’acide tétracétique d’éthylène-glycol (EGTA) ou le cyanure de potassium peuvent être
utilisés pour inhiber toute activité contractile ; dans ce cas on obtient l’état relaxé. Uti-
lisant les données de Matsumoto et al. (1996) sur des aortes de rat, Rachev et Hayashi
(1999) ont été les premiers à montrer que le tonus du muscle lisse vasculaire réduit le
gradient de contraintes pariétales. La vasoactivité apparâıt alors complémentaire au rôle
des contraintes résiduelles et toutes deux semblent suivre le même objectif d’homéostasie
vasculaire.

1.1.3.2 Évaluation du comportement mécanique

Caractérisation in vivo Il n’existe à l’heure actuelle peu de moyens pour détermi-
ner l’état de contraintes d’une artère in vivo simplement par la méconnaissance de l’état
relaxé ou non contraint de chaque point matériel. C’est bien évidement un manque cer-
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tain car de telles informations permettraient d’établir de possibles corrélations avec les
pathogénies des tissus. Les premières tentatives sur des modèles animaux utilisaient des
techniques (très) invasives avec notamment l’utilisation de calibres équipés de jauges de
déformation suturés à la surface de la paroi artérielle. Des techniques moins invasives
ont depuis été proposées, comme l’échographie intra-vasculaire (IVUS = intravascular
ultrasound), l’imagerie par résonance magnétique (IRM) ou la tomographie en cohérence
optique (OCT). On notera toutefois que si les techniques d’IRM sont en constantes évo-
lution, elles souffrent encore d’une résolution moyenne de 400 µm. À l’opposé, l’OCT
permet une résolution de 10 µm mais est limitée par une faible profondeur d’exploration.
La technique d’exploration la plus avancée, qui est le Gold Standard utilisé en routine
clinique, est l’IVUS (Finet, 1994). C’est sur cette modalité d’imagerie que des travaux de
reconstruction du champ des déformations des parois artérielles ont été mis en place par
le LBUM, dirigé par le Pr. Guy Cloutier (Maurice et al., 2005, 2004). L’algorithme d’élas-
tographie (cartographie des déplacements dans toute la paroi artérielle) mis en place a
donné des résultats très prometteurs sur des données in vivo (Fromageau et al., 2008).
Parallèlement, ces travaux ont motivé le développement d’un algorithme de reconstruc-
tion des rigidités apparentes des tissus des parois vasculaires dans l’équipe dirigée par le
Pr. Jacques Ohayon (Le Floc’h et al., 2010; Le Floc’h et al., 2009). Cet algorithme de
modulographie (cartographies des modules de Young dans toute la paroi artérielle) utilise
comme données d’entrée les champs de déformations fournis par l’algorithme d’élasto-
graphie du LBUM, puis estime à partir d’un critère d’hétérogénéité permettant une
segmentation itérative du domaine, la répartition du module de Young dans toute la
paroi. Ces travaux innovants et prometteurs ont été brevetés et l’application clinique de
l’outil appelé iMOD (Imaging MODulography) est en cours de développement.

Enfin, nous devons aussi mentionner l’existence de la technique non-invasive de tono-
métrie d’aplanation qui permet d’obtenir des informations sur la pression intra-vasculaire
d’artères suffisamment proches des tissus cutanés comme les carotides. Cette technique,
initialement utilisée pour évaluer la pression intra-occulaire, est basée sur l’hypothèse
(discutable) que la force nécessaire pour aplatir une surface donnée de l’artère est égale
à la pression intra-artérielle. Quoi qu’il en soit, couplée à une mesure échographique des
mouvement des artères, l’utilisation de ces mesures de pression a permis à Masson et al.
(2008) d’évaluer le comportement mécanique in vivo des carotides humaines.

Malgré tout, les mesures in vivo actuelles se limitent encore souvent à l’évaluation
de l’augmentation du diamètre entre la diastole et la systole couplée à une mesure de
pression intra-vasculaire permettant d’estimer le comportement mécanique des artères
saines (Ahlgren et al., 2001; Hansen et al., 1995; Riley et al., 1997; St̊alhand, 2009).
Si ces estimations sont utiles pour établir des études comparatives entre les artères,
elles ne permettent pas encore d’établir des modèles de comportement suffisamment
représentatifs des parois artérielles. Ceci ne peut être réalisé que par des essais in vitro.

Caractérisation in vitro Pour déterminer les propriétés mécaniques des parois arté-
rielles en conditions in vitro, les techniques classiques de caractérisation d’ingénierie des
matériaux ont été appliquées. Pour essayer de reproduire au mieux les conditions in vivo
des tissus testés, il est nécessaire de réaliser ces expériences dans un bain thermostatique



28 1 État de l’Art

au pH contrôlé (Fung, 1981; Gleason et al., 2007; Sacks, 2000). Toutefois, ces condi-
tions d’essais restent éloignées des conditions physiologiques, notamment à cause de la
dégradation rapide des tissus après leur excision ou par l’absence d’interactions avec les
tissus environnants ou même encore par l’arrêt des voies de communication biochimique
caractéristiques du comportement vivant des tissus. Malgré tout, les essais mécaniques
permettent d’obtenir des informations utiles sur le comportement des tissus. Parmi les
essais classiques, ont trouve :

– Essais de traction uniaxiale - Compte tenu du caractère directionnel de ces es-
sais, il est nécessaire d’effectuer des tests dans plusieurs directions pour caractériser
le comportement des tissus artériels (voir par exemple Holzapfel et al., 2005b).
Compte tenu des différences des réponses non-linéaires observées entre les direc-
tions circonférentielles et longitudinales (voir par exemple la figure 1.5), ces essais
ont naturellement conduit à l’émergence de modèles de comportement anisotrope
et non-linéaire.

– Essais de traction biaxiale - Même si ces essais permettent d’obtenir plus d’in-
formations sur le comportement des tissus, ils restent plus compliqués à mettre
en œuvre. De plus les effets de bords associés aux tailles réduites des échantillons
rendent difficile l’exploitation des résultats et donc la généralisation de cette mé-
thode (Sacks, 2000). Toutefois, les résultats de ces essais montrent généralement des
réponses anisotropes et non-linéaires des artères.

– Essais d’inflation-extension - Ces essais visent à reproduire les conditions physio-
logiques des artères en appliquant une pression intérieure et un étirement axial. Ces
essais s’appliquent sur des échantillons artériels « fermés » de longueur suffisante
pour s’affranchir des effets de bords et permettent donc d’obtenir des informations
substantielles sur le comportement des artères. Malgré les difficultés de mise au point
de ces essais, ils sont fréquemment utilisés (voir, par exemple, Carboni et al., 2007;
Carta et al., 2009; Gleason et al., 2007; Hayashi et al., 1980). Ces essais permettent
de faire émerger le comportement non-linéaire des artères mais plus difficilement
leur caractère anisotrope, ce qui justifie le développement par certains auteurs de
modèles isotropes.

Il est important de noter que les suites logiques de ces essais sont évidement la formu-
lation de modèles de comportement permettant par la suite d’exploiter les informations
obtenues dans un contexte plus complexe, en particulier pathologique.

1.1.4 Modèles de comportement mécanique

Dans cette partie, nous faisons une brève revue des modèles de comportement mé-
canique des artères les plus utilisés. Nous commençons par les modèles hyperélastiques
passifs puis continuons avec les modèles actifs associés à la contraction des cellules mus-
culaires lisses. Enfin, une brève revue des modèles d’évolution des artères et en particulier
de croissance et de remodelage est proposée. Le cadre de cette présentation est celui de la
mécanique des milieux continus en grandes déformations. Pour de plus amples informa-
tions, le lecteur est invité à consulter les ouvrages de Green et Zerna (1968), de Holzapfel
(2000) ou Taber (2004), ou plus avancés de Truesdell et Noll (1965), Marsden et Hughes
(1983), Maugin (1993), Epstein et Elżanowski (2007) ou d’Epstein (2010).
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1.1.4.1 Modèles de comportement hyperélastique

C’est à la fin du XIXème que Roy (1881) montre avec de nombreuses expériences
le caractère anisotrope et non-linéaire de la réponse élastique des artères et mentionne,
dès son introduction 9, que, à l’exception des os, la relation de comportement linéaire
établie par Robert Hooke (1635-1703) ne parvient pas à décrire le comportement des
tissus animaux. Toutefois, cette non-linéarité du comportement des tissus biologiques
ne sera réellement comprise qu’au milieu du XXème siècle lorsque la théorie des grandes
déformations a été développée (Green et Zerna, 1968; Murnaghan, 1951; Truesdell et Noll,
1965; Truesdell et Toupin, 1960). Dès lors, durant la deuxième moitié du XXème siècle,
de nombreux auteurs vont contribuer à l’amélioration des connaissances en construisant
de nombreux modèles de comportement dans le cadre de la théorie de l’élasticité (non-
linéaire) afin d’étudier la réponse mécanique des artères. Comme l’état de contraintes des
corps élastiques ne dépend que de l’état de déformation et non de son histoire, tous ces
modèles se résument à l’expression d’une énergie potentielle de déformation, notée ψ. La
notion même d’hyperélasticité est implicite dans la formulation d’un potentiel d’énergie.
Cependant, il est important de noter que la forme de l’énergie de déformation est très
largement dépendante de l’objet étudié et en particulier de ses symétries matérielles.
Précisons que le groupe de symétrie de la loi de comportement d’un corps solide élastique
est le conjugué d’un sous-groupe du groupe orthogonal (Epstein et al., 2006, déf. 8.1). En
accord avec ces considérations, nous distinguerons les modèles isotropes et les modèles
anisotropes. La majeure partie des modèles que nous présentons sont discutés par Kalita
et Schaefer (2008) ou plus récemment par Ogden (2009) ou Holzapfel et Ogden (2010a).

Modèles isotropes La notion d’isotropie est afférente aux symétries matérielles et
plus particulièrement à l’invariance (à droite) de l’expression du potentiel de déformation
sous l’action de toute transformation d’un élément du groupe spécial orthogonal SO(3), le
groupe de toutes les rotations de R3 (Elżanowski et al., 1990, déf. 6). Ce qui revient à dire,
en des termes plus rustiques, que l’énergie de déformation des corps isotropes doit être
invariante par rotation et donc que les propriétés mécaniques sont identiques dans toutes
les directions. Cette invariance, associée au groupe de symétries, permet l’introduction
d’une métrique – non nécessairement euclidienne – sur l’espace matériel, notée G. En
partant de ce point, la mesure de déformation la plus naturelle est le tenseur de Green
qui évalue sur l’espace matériel la différence entre les métriques spatiale et matérielle.
Ce tenseur est défini par E = (C−G) /2 (Green et Zerna, 1968). Dans cette expression,
C = ϕ∗ (g) est le tenseur de Cauchy-Green droit, qui n’est jamais que la vision matérielle
de la métrique de l’espace euclidien ambiant E3, notée g, par la transformation ϕ : B →
E

3. De par sa définition, C est associé à une mesure de dilatation sur l’espace matériel
et se résume à la métrique matérielle pour toute transformation rigide. Maintenant, en
partant de la notion d’objectivité, associée aux changements de repères, les fonctions
d’énergie de déformation peuvent être construites à partir des invariants (par rotation à
gauche) du tenseur de Green ou de façon équivalente du tenseur de Cauchy-Green droit.

9. La citation de Roy (1881, p125) est : « With animal tissues (excepting bone) this [Hooke’s] law does not
hold good ».
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On notera I1, I2 et I3 les invariants du tenseur de Cauchy-Green droit C, respectivement
définis comme I1 = trC, I2 =

[
(I1)

2 − tr (C2)
]
/2 et I3 = det C.

Modèle Néo-Hookéen Parmi les potentiels hyperélastiques isotropes incompressibles,
le plus connu et le plus simple est surement le modèle Néo-Hookéen, dont la forme existe
déjà dans l’article de Mooney (1940, Eq.16) et probablement baptisé par Rivlin (1948a),

ψNH (I1) = c10 (I1 − 3) (1.2)

dans lequel la constante matérielle c10 = µ/2 > 0, en Pascal, est directement propor-
tionnelle au module de cisaillement µ. La forme issue de la physique statistique de ce
modèle est attribuée à Treloar (1943) et commentée dans Rivlin (1948a, §11). Quoi qu’il
en soit, et comme rappelé par Mooney (1940), cette loi de comportement n’est jamais
que l’extension en grandes déformations de la loi linéaire de Hooke incompressible en
élasticité linéarisée (voir, par exemple, le livre de Love, 1944). Ce modèle a été utilisé
par Ohayon et al. (2007) pour décrire le comportement des parois artérielles lors d’une
étude sur l’influence des contraintes résiduelles au sein des artères athérosclérotiques et
peut, de façon générale, être employé pour toutes les études préliminaires.

Modèle de Mooney (1940) Pour prendre en compte des non-linéarités matérielles,
Mooney (1940) ajoute un terme proportionnel au (futur) second invariant (défini par
Rivlin, 1948b, Eq 3.4), tel que

ψM (I1, I2) = c10 (I1 − 3) + c01 (I2 − 3) . (1.3)

Dans ce modèle, souvent connu sous le nom de Mooney-Rivlin, les deux constantes maté-
rielles s’expriment en Pascal et doivent être positives. À notre connaissance, ce modèle n’a
jamais été utilisé seul pour modéliser le comportement de parois artérielles. Par contre,
on le retrouve dans certaines études composé avec le modèle de Demiray (1972).

Modèle de Rivlin et Saunders (1951) C’est à partir des travaux de Mooney (1940)
que Rivlin et Saunders (1951) ont conçu la famille des séries

ψRS (I1, I2) =
+∞∑

i=1,j=0

cij (I1 − 3)i (I2 − 3)j , (1.4)

a priori capable de représenter tous les comportements élastiques isotropes. Comme
pour les deux modèles précédents, les constantes matérielles cij s’expriment en Pascal et

doivent être positives. À titre d’exemple, une forme à 5 coefficients (c10, c01, c11, c20, c02) a
été utilisée par Yang et al. (2007) pour modéliser le comportement des carotides humaines
lors de simulations fluide-structure. Ils ont déterminé les paramètres rhéologiques à partir
de données publiées dans le livre de Humphrey (2002). Ce modèle et ces paramètres ont
été repris par Gao et al. (2009) pour estimer la répartition des contraintes au sein de
bifurcations carotidiennes humaines reconstruites à partir de données IRM.
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Modèle de Demiray (1972) Pour représenter le comportement raidissant (strain stif-
fening) des tissus artériels et notamment des aortes abdominales de rats lors d’essais
d’inflation-extension, Demiray (1972, Eq 2.11) a introduit un modèle de type exponen-
tiel impliquant le premier invariant,

ψD (I1) =
a

2b
(exp [b (I1 − 3)]− 1) (1.5)

où a et b sont deux constantes matérielles, respectivement en Pascal et sans unité. Ce
modèle a été utilisé pour la première fois dans un modèle numérique par Delfino et al.
(1997) 10 lors de l’évaluation de l’influence des contraintes résiduelles au sein de bifurca-
tions carotidiennes humaines. Ce modèle a notamment été utilisé par Williamson et al.
(2003) pour évaluer les sites potentiels de rupture de plaques à partir de données his-
tologiques, par Younis et al. (2004) ou plus récemment par Leach et al. (2010) lors de
simulations fluide-structure de bifurcations carotidiennes pour estimer leurs susceptibili-
tés à l’athérosclérose.

Composition des modèles de Mooney (1940) et Demiray (1972) Si le modèle de Moo-
ney (1940) est peu utilisé seul pour modéliser le comportement des artères, il est par
contre souvent composé avec le modèle introduit par Demiray (1972). C’est à dire :

ψM−D (I1, I2) = c10 (I1 − 3) + c01 (I2 − 3) +
a

2b
(exp [b (I1 − 3)]− 1) . (1.6)

Cette fonction a notamment été utilisée pour décrire le comportement de parois saines
humaines par Zheng et al. (2005) dans une étude destinée à évaluer les sites potentiels
de rupture de plaques compliquées d’artères coronaires, par Tang et al. (2008) lors d’une
étude portant sur la simulation fluide-structure de bifurcations carotidiennes humaines
avec plaques ou par Yang et al. (2008) dans une étude visant à estimer les effets de flexion
dus au caractère pulsatile du flux sanguin au niveau des artères coronaires humaines.

Modèle de Ogden (1972) Ce modèle s’écrit comme une fonction des trois valeurs
propres λi (i = 1, 2, 3) de la matrice dans une base donnée du tenseur de déformation
pure U, issu de la décomposition polaire F = R U, sous la forme

ψO (λi) =
n∑

i=1

µi

ai
[λ ai

1 + λ ai
2 + λ ai

3 − 3] (1.7)

où les µi et ai sont des paramètres matériaux, respectivement en Pascal et sans unité,
les ai n’étant pas nécessairement entiers (Ogden, 1982). Notez que le cas i = 1 et a1 = 2
correspond au modèle néo-hookeen. À notre connaissance, seuls Kumar et Balakrishnan
(2005) ont utilisé le modèle de Ogden (1972) pour modéliser le comportement de parois
d’artères coronaires humaines avec une forme à 6 coefficients (i = 3), déterminés à partir

10. Comme mentionné par Holzapfel (2009), c’est probablement ce qui a valut à ce modèle d’être attribué à
tort à Delfino et al. (1997) par Holzapfel et al. (2000) ou Kalita et Schaefer (2008).
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des données de Delfino et al. (1997, se résumant aux deux coefficients a et b de leur
modèle de carotides humaines).

Limitations De par leur définition ces modèles décrivent des comportement isotropes
alors qu’il a été montré depuis maintenant plus d’un siècle que le comportement (au
moins ex-vivo) des artères est anisotrope. Malgré tout, ces modèles présentent l’avan-
tage d’une certaine simplicité et sont souvent déjà implémentés dans les codes de calcul
commerciaux, ce qui favorise grandement leur utilisation.

Modèles anisotropes Comme décrit dans le paragraphe 1.1.3.1, les artères ont un ca-
ractère anisotrope reconnu et démontré (Holzapfel et al., 2000; Kalita et Schaefer, 2008).
Historiquement, les premiers modèles conçus sont des fonctions du tenseur des défor-
mations de Green E basées sur une description orthotrope d’une géométrie cylindrique
d’artère, paramétrée dans l’espace matériel par le triplet (R,Θ,Z).

Modèle de Fung et al. (1979) C’est le premier modèle anisotrope construit pour
décrire le comportement des artères. Il s’exprime comme

ψF (E) = a (exp [Q (E)]− 1) (1.8)

avec a une constante matérielle, en Pascal et Q (E) une fonction des composantes du ten-
seur des déformations de Green construite de telle sorte que les dépendances anisotropes
orthotropes soient intégrées par la décomposition

QF (E) = b1E
2
RR + b2E

2
ΘΘ + b3E

2
ZZ + 2b4ERREΘΘ + b5EΘΘEZZ + 2b6ERREZZ (1.9)

où les bi (i = 1, . . . , 6) sont six constantes matérielles adimensionnées supplémentaires. Ce
modèle contient donc sept constantes pouvant (a priori) être déterminées à partir d’essais
(Chuong et Fung, 1984). Ce modèle a été utilisé par Gleason et al. (2008) pour justifier
l’introduction d’un nouveau modèle plus adapté pour représenter le comportement de
carotides de souris (voir le modèle de Baek et al. (2007) ci après).

Composition de Holzapfel et Weizsäcker (1998) De façon originale, Holzapfel et
Weizsäcker (1998) ont proposé d’ajouter au modèle de Fung et al. (1979) une contri-
bution isotrope linéaire de type Néo-Hookéene,

ψNH−F (E) = c10 (I1 − 3) + a (exp [QF (E)]− 1) , (1.10)

pour décrire le comportement d’aortes abdominales de rats. Ce fut à notre connaissance
sa seule utilisation.

Modèle de Humphrey et Na (2002) En dépit du défaut de convexité du modèle de
Fung et al. (1979) mentionné deux ans plus tôt par Holzapfel et al. (2000), Humphrey et
Na (2002) ont proposé une autre version de la fonction Q (E) pour intégrer directement
les effets de cisaillement. Leur fonction prend la forme
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QHN (E) = b1E
2
RR + b2E

2
ΘΘ + b3E

2
ZZ + 2b4ERREΘΘ + b5EΘΘEZZ + 2b6ERREZZ

+ 2b7E
2
Rθ + 2b8E

2
θZ + 2b9E

2
RZ (1.11)

où les bi (i = 1, . . . , 9) sont neuf constantes matérielles adimensionnées. Humphrey et
Na (2002) ont utilisé ce modèle pour représenter le comportement passif de la paroi
artérielle lors de l’étude de son comportement dynamique et actif. Ayant probablement
oublié les travaux de Humphrey et Na (2002), Van Epps et Vorp (2008) retrouvent cette
fonction pour intégrer les effets de cisaillement dûs à la torsion des artères coronaires.
Quoi qu’il en soit, il est important de noter que même si ce modèle est capable de décrire
le comportement élastique anisotrope et non-linéaire des artères, son (très) grand nombre
de constantes rhéologiques n’en fait pas un candidat de premier choix.

Modèle de Takamizawa et Hayashi (1987) Un autre modèle, construit de manière
similaire à celui de Fung et al. (1979), mais dont on peut raisonnablement douter des
apports en terme de description, est celui introduit par Takamizawa et Hayashi (1987) :

ψTH (E) = −a ln [1−Q (E)] (1.12)

avec a une constante matérielle, en Pascal et Q (E) une fonction des composantes du
tenseur des déformations de Green définie telle que

QTH (E) = b1E
2
ΘΘ + b2E

2
ZZ + b3EΘΘEZZ (1.13)

où les bi (i = 1, . . . , 3) sont trois constantes matérielles adimensionnées supplémentaires.
Ce modèle a notamment été utilisé par Rachev et Hayashi (1999) pour représenter le
comportement passif de la paroi artérielle lors d’une étude sur les effets physiologiques
des contraintes résiduelles et de la contraction des cellules musculaires lisses. C’est à
notre connaissance la dernière fois où ce modèle a été utilisé.

Limitations Comme discuté par Holzapfel (2009, §3.1), ces modèles souffrent de
(graves) problèmes de convexité : ils ne sont localement convexes que si un certain nombre
de restrictions sur les paramètres rhéologiques sont appliquées ; ce qui rend d’autant plus
difficile leur identification. Ces modèles sont donc probablement à oublier et il semble
préférable de se tourner vers les modèles naturellement convexes ou plus exactement
poly-convexes 11.

Modèles anisotropes structuraux À ce stade, il est important de rappeler que la
notion d’anisotropie est aussi une notion associée aux symétries matérielles. Les modèles
anisotropes existants les plus avancés sont construits comme des modèles isotropes trans-
verses. Un solide isotrope transverse est un corps élastique isotrope et uniforme muni d’un
champ de vecteurs unitaires intrinsèque a dans l’espace tangent matériel (Elżanowski
et al., 1990, déf. 7), tel que son groupe de symétrie soit un conjugué du groupe de rotation
autour de la direction d’anisotropie. Notons maintenant qu’une façon élégante de rendre

11. Voir, par exemple, l’article de Ehret et Itskov (2007) pour un rappel des notions de convexité ou de poly-
convexité et la formulation de fonctions d’énergie de déformation qui le sont naturellement par construction.
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objective la définition du champ de vecteurs a est de construire une famille de tenseurs
dits de structure de façon analogue à une métrique, c’est à dire A = a⊗ a, symétrique
par construction. Ainsi, avec les mesures objectives C et A, l’expression d’un potentiel
de déformation d’un solide anisotrope transverse sera invariant sous l’action à gauche
de tout tenseur orthogonal Q = Q−T ∈ O(3), i.e. ψ

(
Q C QT,Q A QT

)
= ψ (C,A).

Comme dans le cas isotrope, l’objectivité conduit à utiliser les deux invariants (par ro-
tation) supplémentaires I4 = C (a,a) et I5 = C2 (a,a).

Modèle de Holzapfel et al. (2000) Le premier modèle basé sur l’utilisation de tenseurs
structuraux pour décrire le comportement des artères est celui de Holzapfel et al. (2000).
C’est un potentiel hyperélastique anisotrope à deux familles de fibres croisées ajouté à
un potentiel de type néo-hookéen :

ψH (I1, I
α
4 ) =

µ

2
(I1 − 3) +

2∑

α=1

k1
2 k2

(
exp

[
k2 (I

α
4 − 1)2

]
− 1
)

(1.14)

avec k1 et k2 deux constantes matérielles, respectivement en Pascal et sans unité. Les
deux invariants Iα4 (α = 1, 2) sont relatifs à deux directions de fibres croisées paramétrées
par un angle φ dans le plan orthoradial. Ce modèle nécessite donc la détermination des
quatre paramètres rhéologiques µ, k1, k2 et φ. Notez que la fonction anisotrope utilisée
par Holzapfel et al. (2000) a été initialement proposée par Humphrey et Yin (1987) pour
modéliser le comportement contractile des fibres cardiaques. Le modèle de Holzapfel
et al. (2000) a montré avec de nombreux sets de paramètres sa forte ellipticité, ce qui
constitue un avantage numérique certain (Balzani et al., 2006; Ehret et Itskov, 2007).
Ce modèle à aussi été utilisé par Ferrara et Pandolfi (2008) pour évaluer les risques
de rupture d’artères avec l’introduction des fissures sur l’intima, ou plus récemment par
Machyshyn et al. (2010) – sous une forme déguisée – pour évaluer la stabilité des processus
de croissance et de remodelage d’artères de géométries idéalisées (tubes). On retrouve
aussi le modèle de Holzapfel et al. (2000) dans des études de dynamique des artères
(Masson et al., 2008), sur l’hypertension (Cardamone et al., 2009) ou dans des études
plus théoriques de croissance et de remodelage (Menzel, 2005, 2007; Olsson et Klarbring,
2008) ou de reconstruction des contraintes résiduelles, libérées après une coupe radiale,
d’une paroi idéalisée (Olsson et al., 2006). Ce modèle a été utilisé avec une seule famille
de fibres orthoradiales par Alford et al. (2008) lors d’une étude de croissance de parois
artérielles contractiles idéalisées.

Extension à 4 familles de fibres de Baek et al. (2007) Le modèle de Holzapfel et al.
(2000) a été étendu à quatre familles de fibres par Baek et al. (2007) pour décrire le
comportement d’artères basilaires de lapins sous la forme :

ψH−B (I1, I
α
4 ) =

µ

2
(I1 − 3) +

4∑

α=1

kα1
2 kα2

(
exp

[
kα2 (I

α
4 − 1)2

]
− 1
)

(1.15)
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avec les quatre invariants Iα4 (α = 1, 2, 3, 4) définis à partir des directions de quatre
familles de fibres, successivement circonférentielles, longitudinales et croisées paramétrées
par un angle φ dans le plan orthoradial (familles 3 et 4). Ce modèle nécessite donc la
détermination de huit paramètres rhéologiques µ, k11, k

1
2 (fibres circonférentielles), k21, k

2
2

(fibres longitudinales), k31 = k41, k
3
2 = k42 et φ (fibres croisées). Malgré les bonnes aptitudes

de ce modèle pour décrire le comportement de carotides de souris (Gleason et al., 2008;
Zeinali-Davarani et al., 2009) ou d’artères basilaires de lapins (Zeinali-Davarani et al.,
2009), son grand nombre de paramètres rhéologiques constitue une difficulté évidente de
caractérisation.

Composition de Tang et al. (2009) Le modèle de Holzapfel et al. (2000) a été utilisé
par Tang et al. (2009) pour construire un nouveau modèle dont la partie isotrope est
complétée par celle de Demiray (1972). Cette composition de modèles prend la forme

ψH−Z (I1, I4) = c10 (I1 − 3) +
a

2b
(exp [b (I1 − 3)]− 1)

+
k1
2 k2

(
exp

[
k2 (I4 − 1)2

]
− 1
)

(1.16)

avec I4 relatif à la seule direction circonférentielle. De façon intéressante, Tang et al.
(2009) ont analysé le comportement de parois artérielles athérosclérotiques reconstruites
à partir de données IRM soumises à l’action du flux sanguin au cours d’un cycle cardiaque
et ont utilisé leur modèle pour décrire les comportements de la paroi.

Modèle de Holzapfel et al. (2005b) Pour prendre en compte une certaine dispersion
radiale de la distribution des fibres dans la paroi artérielle, Holzapfel et al. (2005b) ont
proposé un nouveau modèle :

ψH (I1, I4) =
µ

2
(I1 − 3) +

k1
k2

[
exp

(
k2
[
(1− ρ) (I1 − 3)2 + ρ (I4 − 1)2

])
− 1
]

(1.17)

où ρ ∈ [0, 1] est un facteur de dispersion qui permet de « régler » le degré d’anisotropie
(Gasser et al., 2006). De façon originale, si ρ = 0, on obtient la composition d’un modèle
néo-hookéen avec le modèle de Demiray (1972) et si ρ = 1 on retrouve le modèle de
Holzapfel et al. (2000). Le modèle de Holzapfel et al. (2005b) a été utilisé par ces mêmes
auteurs lors de l’étude des contraintes physiologiques subies par différents segments ar-
tériels, incluant les contraintes résiduelles (Holzapfel et Gasser, 2007). Ce modèle a aussi
été utilisé par Cacho et al. (2007) pour simuler la chirurgie de pontage coronarien ou
par Alastrué et al. (2008) pour modéliser le comportement d’artères saines avec la prise
en compte de contraintes résiduelles, qu’ils ont étendu au comportement de bifurcations
carotidiennes (Alastrué et al., 2010).

Modèle de Gasser et al. (2006) De façon originale, Gasser et al. (2006) sont revenus
sur le modèle introduit en 2000 (Holzapfel et al., 2000) en modifiant dans l’expression
de leur potentiel la définition de l’invariant I4 pour prendre en compte une fonction de
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distribution des fibres au sein des parois artérielles. Ce modèle prend la forme

ψG (I1, I
⋆α
4 ) =

µ

2
(I1 − 3) +

2∑

α=1

k1
2 k2

(
exp

[
k2 (I

⋆α
4 − 1)2

]
− 1
)

(1.18a)

I⋆α4 = κ I1 + (1− 3κ) I4 (1.18b)

où I4 est l’invariant correspondant à la direction moyenne de la famille de fibres considérée
et où κ est le paramètre de dispersion, défini par

κ =
1

4

∫ π

0

ρ sin3Θ dΘ (1.19)

telle que l’intégration de la fonction de distribution ρ sur une sphère de rayon unité
soit égale à 1. Le paramètre κ doit être compris dans l’intervalle [0, 1/2] ; le cas κ = 0
correspond à l’isotropie transverse avec toutes les fibres dans la même direction, le cas
κ = 1/3 à l’isotropie et le cas κ = 1/2 à l’isotropie plane avec toutes les fibres dans le
plan normal à la direction moyenne (Gasser et al., 2006; Holzapfel et Ogden, 2010a). À
notre connaissance, ce modèle n’a été utilisé dans un contexte vasculaire que par Haskett
et al. (2010) pour étudier les évolutions des propriétés mécaniques des parois aortiques
humaines saines. Cette étude expérimentale originale, basée sur la caractérisation bi-
axiale de 207 échantillons provenant de 31 donneurs, révèle un remodelage systématique.
De façon intéressante, la matrice extra-cellulaire s’assouplit faiblement (analyse du mo-
dule de cisaillement µ) jusqu’à 40-50 ans avant de se rigidifier franchement après. De
même, si les distributions de fibres ne varient peu ou pas, leur rigidité (k2) n’a de cesse
de crôıtre avec l’âge (le facteur k1 suit, de façon très amortie, les tendances du module
de cisaillement µ).

Modèle de Balzani et al. (2006) Enfin, mentionnons le modèle de Balzani et al. (2006)
qui, dans sa version incompressible, est donné par

ψB (I1, I
α
4 , I

α
5 ) =

µ

2
(I1 − 3) +

2∑

α=1

k1
2 k2

(

exp
[

k2 (I
α
4 − 1)k3

]

− 1
)

+
2∑

α=1

k4
2 k5

(

exp
[

k5 (I1 I
α
4 − Iα5 − 2)k6

]

− 1
)

(1.20)

avec les ki (i = 1, . . . , 6) six constantes matérielles à déterminer expérimentalement.
Toutefois, si ce modèle est bien construit dans un cadre polyconvexe nécessaire à la for-
mulation de lois de comportement, avec dix paramètres rhéologiques, il souffre d’une
sur-paramétrisation rendant toute identification difficile. Enfin, même si ses auteurs in-
sistent sur les apports en terme de description du comportement des artères, notamment
par rapport au modèle de Holzapfel et al. (2000), à notre avis ces derniers ne semblent
pas suffisamment significatifs (voir par exemple la fig. 7 de Balzani et al., 2006). Malgré
tout, ce modèle a été utilisé par ses auteurs lors d’une étude numérique de reconstruction
des contraintes résiduelles d’une artère athérosclérotique (Balzani et al., 2007).
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Limitations et perspectives Les modèles anisotropes structuraux se sont complexifiés
jusqu’à prendre en compte la distribution de l’orientation des fibres d’élastine et de
collagène (Gasser et al., 2006). Toutefois, le niveau de complexité atteint semble être
suffisant pour décrire le comportement de toutes les artères et le développement de
lois de comportement ne semble plus un challenge majeur (Holzapfel et Ogden, 2010a).
Relevons tout de même que les différentes études utilisent principalement les modèles de
Holzapfel et al. (2000) ou de Holzapfel et al. (2005b). Nous avons aussi suivi cette voie.

Incompressibilité Enfin et avant de conclure sur cet inventaire « à la Prévert » des
modèles hyperélastiques des artères, mentionnons qu’ils sont tous écrits dans un cadre
de transformations incompressibles, c’est à dire vérifiant la contrainte J = det F = 1.
Il est admis depuis longtemps qu’une façon raisonnable de satisfaire cette contrainte est
d’introduire un multiplicateur de Lagrange p permettant d’assurer la contrainte G (J) =
(J − 1) = 0. Pour toute résolution analytique, cette contrainte est ajoutée directement à
l’expression de l’énergie de déformation sous la forme ψvol (J, p) = p (J − 1). Dans le cas
de l’élasticité tri-dimensionnelle incompressible, il convient donc de formuler un problème
à 4 champs : ϕ1, ϕ2, ϕ3 et p. Par contre, dans le cas d’une résolution numérique, le fait
que la matrice hessienne associée au multiplicateur soit nulle, i.e. ∂p∂p [p (J − 1)] = 0,
pose un problème certain d’inversion de l’opérateur tangent de schémas monolithiques
et, de nombreuses méthodes numériques, comme celle de Simo et al. (1985), essaient de
contourner ce problème (voir, par exemple, le livre de Zienkiewicz et al., 2005).

Quasi-incompressibilité Dans son livre, Holzapfel (2000) propose une méthode gé-
nérique permettant d’obtenir la version quasi-incompressible de l’ensemble de ces po-
tentiels. L’idée générale est de décomposer le tenseur de déformation pure U, issu de la
décomposition polaire F = R U, en une partie sphérique Us et une partie déviatrice Ud,
telle façon que la transformation totale soit F = R Ud Us. Le potentiel incompressible,
caractérisant la réponse déviatrice sera donc déterminé à partir des invariants du tenseur
de Cauchy-Green droit unimodulaire C̄ = U 2

d , c’est à dire les Īi = Ii(C̄) (i = 1, 2, 3) tels
que Ī3 = I3(C̄) = 1. La réponse volumique sera ajoutée à l’expression du potentiel incom-
pressible avec une fonction ψvol (J) = κG (J) avec κ > 0 le module de compressibilité,
en Pascal et G (J) une fonction convexe du Jacobien J = det Us vérifiant G (J = 1) = 0
et ∂JG (J)|J=1 = 0. Il existe de nombreuses fonctions de compressibilité. Nous donnons
ci-après un aperçu des fonctions les plus utilisées :

ψvol (J) =
κ

2
(J − 1)2 (1.21a)

ψvol (J) =
κ

4

[
(J − 1)2 + (ln J)2

]
(Simo et Taylor, 1982) (1.21b)

ψvol (J) =
κ

2
(ln J)2 (Simo et al., 1985) (1.21c)

ψvol (J) =
κ

β2

(
1

Jβ
+ βlnJ − 1

)

(Ogden, 1972) (1.21d)
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Il est intéressant de préciser deux formes particulières du modèle de Ogden (1972) sou-
vent utilisées : le cas β = −2 introduit par Simo et Taylor (1991) et le cas β = −1
introduit par Miehe (1994). Enfin, finissons par mentionner que le seul intérêt de cette
décomposition est son découplage des effets volumiques et déviateurs permettant de ré-
soudre numériquement des problèmes quasi-incompressibles avec une simple formulation
en déplacement et de bonnes aptitudes de convergence (Simo et Hughes, 2000).

1.1.4.2 Modèles de contraction

Les premiers modèles de contractions musculaires des myocytes caradiaques ont été
développés dans le cadre des petites déformations (Chadwick, 1982; Ohayon et Chadwick,
1988; Peskin, 1980; Tozeren, 1983), puis étendus dans le cadre des grandes transforma-
tions (Cai, 1988; Humphrey et al., 1990a,b; Lin et Yin, 1998; Nash et Hunter, 2000;
Ohayon et al., 2002; Taber et Perucchio, 2000; Usyk et al., 2000).

Modèle de Rachev et Hayashi (1999) À notre connaissance, le premier modèle de
contraction des cellules musculaires lisses des parois artérielles a été introduit par Rachev
et Hayashi (1999). Leur modèle de contraction s’écrit comme une composante à ajouter
au tenseur des contraintes de Cauchy « passif » σpas de telle sorte que le tenseur total
soit σ = σpas + σact. Ce tenseur de « contraintes actives », s’écrit

σact = λθ T0 f (λθ) eθ ⊗ eθ (1.22)

où λθ est l’étirement dans la direction principale des cellules musculaires lisses, c’est
à dire la direction circonférentielle indiquée par le champ de vecteurs unitaires eθ, T0
est une fonction d’activation, homogène à une contrainte et f (λθ) est un fonction de
normalisation telle que maxf (λθ) = 1. Leur fonction de normalisation a été déterminée
pour représenter les données expérimentales de Cox (1978a,b) et de Dobrin (1973).

Modèle de Humphrey et Na (2002) Le modèle de Rachev et Hayashi (1999) a été
repris et étendu par Humphrey et Na (2002) pour analyser le comportement dynamique
de la paroi artérielle. Leur modèle de contraction s’écrit :

σact = λθ T0
(
[Ca2+]

)

(

1−
[
λm − λθ
λm − λ0

]2
)

eθ ⊗ eθ (1.23)

où λθ est l’allongement dans la direction des cellules musculaires lisses, λm est l’allonge-
ment pour lequel la contraction est maximale et λ0 celui pour lequel elle cesse. Notez que
dans ce modèle, la fonction d’activation T0 est une fonction explicite de la concentration
en ions calcium [Ca2+], homogène à une contrainte. Seulement, ces auteurs ont spécifié
cette dépendance directement au travers des senseurs mécanobiologiques locaux que sont
les cellules musculaires lisses elles-mêmes ou des senseurs non-locaux que sont les cellules
endothéliales. Ainsi, leur fonction d’activation est définie par

T0
(
[Ca2+]

)
= TB + TM

(
P − P h

)a − TS
(
τw − τhw

)b
(1.24)
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avec TB la tension basale, nulle si l’artère est dilatée, TM la tension associée à la réponse
myogénique, vue comme la différence entre la pression sanguine courante (P ) et une cer-
taine pression sanguine homéostatique (P h) et enfin TS la tension associée à la régulation
de l’activité vasomotrice par les cellules endothéliales percevant les contraintes de cisaille-
ment dues à l’écoulement sanguin (τw). Ce modèle a été utilisé par Alford et al. (2008)
pour prendre en compte l’activité contractile des cellules musculaires lisses lors d’une
étude sur la croissance et le remodelage des parois artérielles saines ou hypertendues.

Modèle de Zulliger et al. (2004) Un autre modèle de contraction des cellules mus-
culaires lisses de la paroi artérielle est celui de Zulliger et al. (2004). Ce modèle est basé
sur l’expression d’un pseudo-potentiel d’énergie de contraction, défini par

ψact = f1 (tonus, I1) f2 (λθ) αE [λθ − log (λθ)− 1] (1.25)

avec α la proportion de cellules musculaires lisses, E un module d’élasticité, en Pascal,
f1 (tonus, I1) une fonction du tonus musculaire et du premier invariant I1 du tenseur
de Cauchy-Green, et f2 (λθ) une fonction prenant en compte les variations de tonus
en fonction de l’allongement des cellules musculaires lisses λθ. Ces deux fonctions sont
définies par Zulliger et al. (2004) comme :

f1 (tonus, I1) =







1 tonus maximal

Sbasal + (1− Sbasal)
1
2

[

1 + Erf
(

I1−µ√
2σ

)]

tonus basal

0 tonus nul

(1.26a)

f2 (λθ) =

{
1 0.680 < λθ < 1.505
0 sinon

(1.26b)

avec Sbasal le tonus basal de contraction, Erf la fonction erreur, µ et σ deux paramètres
caractéristiques de la distribution gaussienne de contraction, respectivement la déforma-
tion critique d’engagement et la demi largeur de distribution. Les différents paramètres
de ce modèle ont été identifiés par les auteurs à partir de courbes pression-rayon dans
les trois états définis, à savoir relâché, contraction maximale et état de contraction ba-
sal. En utilisant leur modèle, Zulliger et al. (2004) ont notamment montré que, même
si le tonus basal des carotides saines de rats est voisin de l’état relâché, la contraction
des cellules musculaires lisses joue un rôle important dans la réduction des contraintes
circonférentielles en cas d’hypertension.

Modèle de Valent́ın et al. (2009) Le modèle de Humphrey et Na (2002) a été repris et
modifié par Valent́ın et al. (2009), notamment en ce qui concerne la fonction d’activation
qu’ils ont cette fois spécifiée comme une fonction explicite d’un vasoconstricteur C. Cette
fonction s’écrit :

T0
(
[Ca2+]

)
= Tm

[
1− exp

(
−C2

)]
avec C = CB − CS

(
τw − τhw
τhw

)

(1.27)
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avec Tm la tension maximale générée par une contraction, CB la valeur basale du vaso-
constricteur et CS celle associée à la régulation de l’activité vasomotrice par les cellules
endothéliales percevant les contraintes de cisaillement dues à l’écoulement sanguin (τw),
comparée à une valeur homéostatique (τhw). De façon intéressante, ce modèle a été utilisé
par ces mêmes auteurs pour expliquer l’origine des contraintes résiduelles et notamment
le pré-étirement axial, à l’origine de l’hypertension artérielle (Cardamone et al., 2009).

Limitations et perspectives Si les modèles présentés permettent tous de décrire la
contraction des cellules musculaires lisses, ils souffrent néanmoins d’une formulation ma-
nifestement basée sur la résolution d’un simple problème mécanique avec ses conditions
aux limites en effort ou déplacement, mais sans champ de substance vaso-active. Or,
comme explicitement introduit par Humphrey (2002), la contraction des cellules mus-
culaires lisses dépend principalement de la concentration en ions calcium [Ca2+]. Mais
au lieu de considérer un champ associé à cette concentration, tous les modèles présentés
intègrent cette dépendance sous forme d’une variable interne dont l’état ne dépend que
du champ cinématique (ou de ses sous-produits). Certes, les fonctions les plus avancées,
comme celles de Valent́ın et al. (2009), dépendent de censeurs mécanobiologiques non lo-
caux, mais le rôle de ces derniers est intégré de façon déterministe avec l’hypothèse forte
d’homéostasie vasculaire et non pas sous forme d’agents vasoconstricteurs (ions calcium
[Ca2+]) ou vasodilatateurs (monoxyde d’azote [NO]).

Avec l’objectif d’améliorer ces modèles, une des voies à suivre est probablement une
formulation multi-champs de type mécano-chimique analogue à celle introduite en une
dimension par St̊alhand et al. (2008). C’est en partie ce qui a été fait par Tracqui et
Ohayon (2009) pour traduire la contraction de myocytes cardiaques et qu’il faudrait
dès lors adapter et étendre à la contraction des cellules musculaires lisses des parois
vasculaires. En particulier, intégrer le caractère mécanobiologique associé à des champs
non locaux représente un challenge de taille.

1.1.4.3 Modèles de croissance et de remodelage

Si une des premières tentatives de description mathématique de la croissance des
tissus biologiques mous est due à Skalak et al. (1982), la première formalisation a été
proposée par Rodriguez et al. (1994). Depuis, de nombreux auteurs tels que Taber (1995),
Rachev et al. (1996) ou Lubarda et Hoger (2002) ont contribué à la compréhension de la
croissance. Dans notre introduction sur la modélisation de la croissance nous reprendrons
le point de vue adopté par ces auteurs, définissant la croissance comme un changement
de masse et de géométrie et réservant tout changement de microstructure au terme
remodelage. Malgré cette distinction des termes, mentionnons immédiatement que ces
deux processus sont généralement simultanés et visent le même objectif physiologique
d’adaptation à l’environnement (Taber, 1995). Dans la suite et pour plus de clarté de
présentation des différents modèles de croissance et de remodelage des parois artérielles,
nous les classons selon l’approche adoptée. Ainsi, nous présenterons successivement :

– les modèles de croissance cinématique vers un état homéostatique,
– les modèles de croissance de type plasticité volumique,
– les modèles de remodelage
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Contraintes

résiduelles
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Figure 1.8. Modèle schématique du processus de croissance proposé par Rodriguez et al. (1994). L’idée est
de dissocier tous les points matériels (coupe), de les faire crôıtre puis ensuite de les ré-assembler. Le corps
obtenu, bien que non soumis au chargement extérieur n’est alors plus libre de contraintes. Ensuite, l’imposition
du chargement extérieur conduit à l’état de contraintes dit physiologique. C’est ce schéma de pensée qui motiva
la décomposition du gradient de la transformation F en une partie élastique F∗ et une partie de croissance Fg.
[Adapté de Taber et Eggers (1996)].

Chaque modèle est discuté et dans la mesure du possible nous essayerons de montrer les
limitations et perspectives associées à chaque groupe de modèles.

Modèles de croissance cinématique vers un état homéostatique L’idée de la
cinématique de croissance introduite par Rodriguez et al. (1994) est de décomposer le
gradient de la transformation F en une partie élastique F∗ et une partie de croissance
Fg tel que

F = F∗ Fg. (1.28)

Dans cette décomposition, les auteurs introduisent comme en plasticité (voir Lee, 1969,
avant bien d’autres) la notion de configuration incompatible fictive Bg. Cette décompo-

sition est illustrée par la figure 1.8. À partir d’une géométrie idéalisée d’artère (tube)
dans une base matérielle cylindrique {er, eθ, ez}, les lois de croissances présentées ci-
dessous spécifient les variations des composantes {Fg} = diag (λr, λθ, λz). Toutes ces lois
de croissances sont basées sur le principe d’homéostasie vasculaire, c’est à dire la mini-
misation de la différence entre un état courant Φ et un état homéostatique supposé Φh

(voir, par exemple, l’article de Humphrey (2008a) pour une présentation récente de cette
hypothèse). En d’autres termes, ces lois de croissances sont toutes du type :

∂tFg = f
(
Φ− Φh

)
. (1.29)

Ces fonctions sont souvent définies à partir des composantes du tenseur de Cauchy σ et
postulent l’existence d’un état de contraintes homéostatiques σh. Notez avant de pour-
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suivre qu’une partie de ces modèles est discutée par Rachev (2003) ou plus récemment
par Taylor et Humphrey (2009).

Modèle de Rachev et al. (1996) À notre connaissance le premier modèle de croissance
des parois artérielles basé sur ce principe est celui de Rachev et al. (1996). Ce modèle
considère les variations de trois longueurs normalisées (par rapport à trois valeurs ho-
méostatiques correspondantes) : la longueur du segment interne L⋆

i = Li/L
h
i , externe

L⋆
e = Le/L

h
e et l’épaisseur e⋆i = e/eh. Les trois longueurs varient selon les équations :

∂tL
⋆
i =

1

T1

(
λθi − λhθi

)
, (1.30a)

∂tL
⋆
e =

1

T1

(
λθe − λhθe

)
, (1.30b)

∂te
⋆ =

1

T2

(

σmoy − σh
moy − 0.5

(
P − P h

)

σh
moy − 0.5P h

)

(1.30c)

avec λθi et λθe les étirements circonférentiels relatifs aux rayons internes et externes,
σmoy = Pri/(re − ri) la contrainte moyenne et P la pression à l’intérieur de l’artère. Ce
modèle ne demande pas moins que la connaissance de 7 valeurs homéostatiques auxquelles
il faut ajouter les deux constantes de temps T1 et T2. Malgré la complexité apparente
de ce modèle, les auteurs parviennent à montrer que ce modèle atteint effectivement
et comme attendu une valeur homéostatique. À notre connaissance ce modèle n’a plus
jamais été utilisé.

Modèle de Taber et Eggers (1996) Peu après mais la même année, Taber et Eggers
(1996) publient un modèle non basé sur ce principe d’homéostasie vasculaire. Nous l’avons
toutefois intégré dans cette partie pour des raisons historiques et parce que Larry Taber
est désormais un ardent défenseur et promoteur du principe d’homéostasie vasculaire.
Quoi qu’il en soit, en 1996, Taber et Eggers (1996) considèrent les deux types de modèles :

modèle 1 : ∂tλr = Drθ σθ +Drz σz, ∂tλθ = 0, ∂tλθ = 0 (1.31)

modèle 2 : ∂tλr = 0, ∂tλθ = Dθθ σθ +Dθz σz, ∂tλθ = 0 (1.32)

avec les Dab des constantes contrôlant le taux de croissance. Il est amusant de noter que
dans la discussion, les auteurs admettent avoir spéculé sur ce modèle en considérant que
les cellules doivent être capable de percevoir la nature tri-dimensionnelle des contraintes
et déformations. Comme attendu, l’exploitation des résultats est difficile car le modèle
n’est basé ni sur des expériences, ni sur des considérations physiques. Comme le modèle
de Rachev et al. (1996), ce modèle sera très vite oublié. Notons toutefois qu’un modèle
similaire à été utilisé par Ohayon et al. (2002) pour simuler la croissance du cœur fœtal
humain à partir de données cliniques (voir la thèse de Cai, 1988, pour les détails).

Modèle de Taber (1998) Le modèle proposé par Taber (1998) pour modéliser la
croissance des artères et notamment leur adaptation à l’hypertension prend la forme :
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∂tλr =
1

Tr

(
σθ
σh
θ

− 1

)

, ∂tλθ =
1

Tθ

(
σθ
σh
θ

− 1

)

, ∂tλθ = 0 (1.33)

avec σh
θ une contrainte homéostatique circonférentielle fixée et Tr et Tθ deux constantes

contrôlant le taux de croissance. Notez que ce modèle n’autorise pas de croissance axiale
(direction ez). Ce modèle a été utilisé par Alastrué et al. (2008) puis Alastrué et al.
(2010) dans un contexte numérique pour modéliser la croissance de parois artérielles
saines. Lors de leurs simulations, et comme attendu, ils ont observé une croissance des
parois artérielles jusqu’à ce que le niveau de contraintes circonférentielles spécifié soit
atteint. En conclusion, avec ce modèle il ne peut se produire d’autre comportement que
celui d’uniformisation de l’épaisseur des artères, ce qui n’est pas forcément observé in-vivo
ou sur les coupes histologiques.

Modèle de Rachev et al. (2000) Bien qu’intitulé comme un modèle de remodelage, le
modèle proposé Rachev et al. (2000) suppose simplement que l’évolution de l’épaisseur
normalisée de la paroi artérielle h⋆ = h/h̄ est définie à partir de l’équation

∂th
⋆ =

1

T
[(1− α) signe (fθ (σθθ) + 1) fθ (σθθ) + α signe (fz (σzz) + 1) fz (σzz)] (1.34)

avec T une constante de temps et α ∈ [0, 1] un paramètre de proportion. Les deux fonc-
tions fθ (σθθ) et fz (σzz) sont respectivement définies à partir des valeurs homéostatiques
σh
θθ et σh

zz telles que

fθ (σθθ) =
σθθ (ri) + σθθ (re)

σh
θθ

− k (1.35a)

fz (σzz) =
σzz (ri) + σzz (re)

σh
zz

− k (1.35b)

avec k ≥ 1 la valeur normalisée de contrainte moyenne à partir de laquelle le remodelage
prend effet. Rachev et al. (2000) ont utilisé ce modèle pour décrire la croissance de
parois artérielles dont une portion est sous l’action d’un stent. Ils ont montré que la
paroi artérielle crôıt le plus au voisinage du stent pour s’adapter progressivement jusqu’à
une section intacte. Ce résultat était bien évidemment attendu et dépend manifestement
grandement des valeurs homéostatiques de contraintes spécifiées.

Modèle de Rodŕıguez et al. (2007) En suivant la voie homéostatique, Rodŕıguez et al.
(2007) ont proposé une amélioration du modèle proposé par Taber (1998) en prenant en
compte les effets non-locaux du cisaillement sanguin (τ) à la surface de la paroi artérielle.
Ce modèle prend la forme :

∂tλr =
λr
Tr

(
σθ
σh
θ

− 1

)

, (1.36a)

∂tλθ =
λθ
Tθ

(
σθ
σh
θ

− 1

)

+
λθ
Tτ

( τ

τh
− 1
)

exp

(

−α
[
R

Rint

− 1

])

(1.36b)
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avec ∂tλθ = 0, τh une valeur homéostatique fixée du cisaillement sanguin, R et Rint les
positions radiales non-déformées respectivement associées au point matériel considéré et
à la lumière de l’artère, α un paramètre de dissipation du facteur de croissance et Tτ une
constante contrôlant le taux de croissance associé au cisaillement sanguin. Pour appliquer
ce modèle, ils ont considéré un tube ayant les propriétés rhéologiques d’artères coronaires
humaines dans lequel ils ont appliqué un niveau de pression sanguine moyen. Comme ce
modèle nécessite le niveau de cisaillement exercé par l’écoulement sanguin au niveau de
l’endothélium, ils ont imposé un niveau de cisaillement inférieur au niveau homéosta-
tique sur une portion de leur tube. Comme attendu, ils ont observé une diminution du
rayon de l’artère sur cette portion. En conclusion, ce modèle présente l’avantage d’intro-
duire l’influence d’effets non-locaux comme le cisaillement sanguin, mais son intégration
sous une forme complètement déterministe ne permet pas de faire émerger de nouveaux
comportements.

Modèle de Alford et al. (2008) Dans la même philosophie que Rodŕıguez et al. (2007)
et à peu près simultanément, Alford et al. (2008) ont proposé une amélioration du modèle
de Taber (1998) en ajoutant à la prise en compte des effets non-locaux du cisaillement
sanguin (τ) le niveau d’activation des cellules musculaires lisses de la media, représenté
par l’étirement de ces dernières (λact). Ce modèle prend la forme :

∂tλr =
λr
Tr

(
σθ
σh
θ

− 1

)

, (1.37a)

∂tλθ =
λθ
Tθ

(
σθ
σh
θ

− 1

)

+
λθ
Tτ

( τ

τh
− 1
)

+
λθ
Tact

(
λact
λhact

− 1

)

(1.37b)

avec ∂tλz = 0, λhact une valeur homéostatique fixée associée au niveau d’activation des
cellules musculaires lisses. Sans beaucoup de surprise, ils ont observé qu’en augmentant
le niveau de pression d’un tube aux propriétés mécaniques d’artère, ce dernier s’adap-
tait en augmentant sa section. Notez toutefois qu’un modèle similaire a été utilisé par
Figueroa et al. (2009) lors de simulations de croissance d’artères saines en considérant
les interactions avec l’écoulement sanguin (fluide-structure). Notons enfin que la partie
passive de ce modèle a été utilisée par Alford et Taber (2008) pour la simulation de la
croissance d’une arche aortique et on montré que les effets de courbure avaient tendance
à produire une croissance excentrique, comparable à celle observée expérimentalement
par Fung (1991).

Modèle de Vignes et Papadopoulos (2010) Le modèle récemment introduit par Vignes
et Papadopoulos (2010) utilise aussi le principe d’homéostasie vasculaire et une décom-
position multiplicative du gradient de la transformation bien que la forme du tenseur de
croissance ne soit pas mentionnée. Toutefois, la complexité des notations et la non men-
tion explicite de leur loi d’évolution le rend difficile à reproduire. Notons simplement que
leur modèle dépend d’une valeur de contrainte homéostatique σ0 et d’une valeur d’ac-
tivation du processus de croissance σg. Lors de l’illustration numérique de leur modèle,
Vignes et Papadopoulos (2010) ont considéré une artère de géométrie idéalisée dont le
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comportement est décrit par une loi isotrope linéaire compressible de type Saint-Venant
Kirshhoff et ont imposé une pression intérieure pour obtenir 8% de déformation radiale.
Le changement de densité matérielle observé est d’environ 30 % du coté de la lumière
et diminue à mesure que l’on s’en éloigne (15 % sur la surface extérieure). Pour montrer
la présence de contraintes résiduelles ils ont libéré les nœuds sur une ligne radiale et ont
obtenu un angle d’ouverture de 3, 4°. Cette valeur semble très faible par rapport aux
valeurs expérimentales observées. En conclusion, ce modèle construit comme un modèle
de plasticité isotrope en petite déformation, ne semble pas simplement applicable pour
décrire la croissance des artères. Notons simplement l’illustration intéressante de l’angle
d’ouverture pour présenter les résultats de leur modèle.

Limitations et perspectives L’hypothèse d’homéostasie est intéressante et permet
d’expliquer des évolutions de tissus observées expérimentalement. Par contre, son ca-
ractère trop déterministe, s’il apparâıt raisonnable en conditions physiologiques, sera
sûrement une limitation dans le cas pathologique dans la mesure où il est difficile de
connâıtre l’état de maladie le plus avancé. De plus, les constantes homéostatiques in-
troduites ne peuvent être déterminées expérimentalement que sur des sections saines et
involutives, ce qui compliquera grandement leur caractérisation pour des cas patholo-
giques. D’autre part et suivant les principes classiques de physique-mathématique, dans
lequel s’inscrit naturellement la mécanique des milieux continus, nous clamons qu’il n’est
pas raisonnable de formuler des lois d’évolution de quantités définies sur l’espace maté-
riel à partir de quantités définies sur l’espace euclidien ambiant. En d’autres termes, le
tenseur de croissance, associé au champ d’uniformité sur l’espace matériel, ne peut pas
dépendre des composantes du tenseur des contraintes de Cauchy à valeur dans E3 (Mau-
gin, 1993, §6.5). Ces considérations sont axiomatiques en théorie classique des champs
mais n’ont manifestement pas été utilisées dans les modèles de croissance que nous venons
de présenter.

Modèles de croissance de type plasticité volumique Les modèles que nous quali-
fions de « plasticité volumique » s’inscrivent dans un cadre thermo-mécanique rationnel,
historiquement développé pour décrire la plasticité des corps (Maugin, 2003, §2). En
suivant cette vision rationnelle de la mécanique des milieux continus (Maugin, 1993;
Truesdell et Noll, 1965), le comportement d’un point matériel dépend de l’énergie de
déformation ψ̄

(
F i

IP
I
α, θ
)
définie sur une jauge P I

α (X, t) (Epstein et Elżanowski, 2007,
ch. 6). Notez que c’est en tout point la traduction mathématique de la vision de Rodri-
guez et al. (1994) schématisée par la figure 1.8 avec F∗ = F P (X, t) et Fg = P−1. Ce
parallèle était déjà discuté par Epstein et Maugin (1996), mais poursuivons. De façon
classique, le second principe de la thermodynamique postulant la positivité du taux d’ac-
croissement d’entropie conduit à l’inégalité de Clausius-Planck, i.e. l’inégalité isotherme
de Clausius-Duhem :

tr
(
LP MT

)
− H̄ ≤ 0 (1.38)

avec H̄ le puits d’entropie introduit par Cowin et Hegedus (1976) pour satisfaire le
second principe dans un cadre thermodynamique ouvert, M le tenseur de Mandel et LP

le gradient de vitesse d’inhomogénéité, respectivement définis par
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M
(
∂I , dX

J
)
= J−1

P P J
α

∂ψ̄

∂P I
α

= J−1
P P J

α

∂ψ̄

∂ (F i
KP

K
α )
F i

I = T J
i F i

I , (1.39)

LP

(
dXI , ∂J

)
= ∂tP

I
α P

−α
J , (1.40)

avec JP = detP, ψ0 = J−1
P ψ̄ la densité d’énergie par unité de volume matériel et T =

∂Fψ0 le (premier) tenseur de Piola-Kirshhoff. À partir de ce point, il est évident que
les lois d’évolution de croissance devant spécifier LP , doivent être écrites en fonction du
tenseur de Mandel :

LP = févol (M) tel que tr
(
févol (M) MT

)
− H̄ ≤ 0. (1.41)

Ces considérations sont classiques en plasticité en grandes transformations (Epstein et
Maugin, 1990, 1996). Toutefois, bien que le parallèle entre plasticité et croissance soit
explicitement décrit par Lubarda (2004), les auteurs omettent souvent le puits d’entropie
H̄. À notre connaissance, les seuls travaux ayant utilisé ces principes pour modéliser la
croissance des parois artérielles sont ceux de Kuhl et al. (2007) et de Menzel (2007),
tous membres du groupe Paul Steinmann, éditeur avec Gérard A. Maugin d’un livre de
mécanique configurationnelle (Steinmann et Maugin, 2005).

Modèle de Kuhl et al. (2007) Après de nombreuses contributions dans le domaine de
la croissance (Kuhl et Balle, 2005; Kuhl et al., 2003; Kuhl et Steinmann, 2003), Kuhl et al.
(2007) proposent un modèle de croissance des parois artérielles. Reprenant exactement
les travaux de Lubarda et Hoger (2002, Eqs 12.22-12.24), ils ont fait l’hypothèse d’une
croissance isotrope avec une loi d’évolution définie par

P =
1

ϑ
I (1.42a)

∂tϑ = kϑ (ϑ) tr (M
∗) (1.42b)

kϑ (ϑ) =







k+ϑ

(
ϑ+ − ϑ

ϑ+ − 1

)m+
ϑ

si tr (M∗) > 0

k−ϑ

(
ϑ− − ϑ

ϑ− − 1

)m−
ϑ

si tr (M∗) < 0

(1.42c)

avec I = ∂I ⊗ dXI le tenseur identité et M∗ = JPP
−1 M P le tenseur de Mandel

« élastique », c’est à dire le tenseur de Mandel à valeur sur la jauge. Dans le modèle
de Lubarda et Hoger (2002), kϑ (ϑ) est une fonction définie avec six paramètres : 3
associés à la croissance (k+ϑ , ϑ

+ et m+
ϑ ) et 3 associés à la résorption (k−ϑ , ϑ

− et m−
ϑ ). Elle

est définie comme une loi de type saturé par les valeurs ϑ+ et ϑ−, respectivement de
croissance et d’atrophie maximale. Kuhl et al. (2007) ont utilisé ce modèle de croissance
en considérant l’artère comme un tube uniforme décrit par un modèle de comportement
élastique linéaire de type néo-hookéen et ont pu montrer le développement subi au cours
de l’application d’un effort que pourrait exercer un stent. Ce modèle s’est révélé assez
pertinent pour décrire la croissance des artères, en particulier au niveau de la prise en
compte des fortes concentrations de contraintes. Par contre, et comme mentionné par
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les auteurs dans la discussion, la détermination des paramètres de ce modèle demande
encore beaucoup d’études expérimentales.

Modèle de Menzel (2007) Le modèle proposé par Menzel (2007) s’inscrit dans le
développement d’une théorie de croissance orthotrope, initiée par Lubarda et Hoger
(2002). Le tenseur de croissance orthotrope proposé par Menzel (2007) fait l’hypothèse
de colinéarité des deux familles de fibres ea (a = 1, 2) dans la jauge et sur l’espace
matériel. Ce tenseur s’exprime comme :

P =
3∑

a=1

1

ϑa

ea ⊗ ea tel que I =
3∑

a=1

ea ⊗ ea (1.43)

avec ea (a = 1, 2, 3) trois vecteurs de base tels que le vecteur e3 = e1 × e2 soit normal
au plan d’orthotropie défini par e1 et e2. En faisant l’hypothèse implicite que le puits
d’entropie H̄ est en partie dû à la création d’énergie associée à la création de masse

H̄ = ψ0tr (LP ) + H̄res avec H̄res ≥ 0, (1.44)

Menzel (2007) formule une loi de croissance en fonction des trois composantes principales
Fa = Σ (ea, ea) du tenseur de Eshelby Σ = ψ0I − M défini sur l’espace matériel. Son
modèle de croissance associé à chacune des trois directions a = 1, 2, 3 prend la forme :

∂tϑa = kϑa
(ϑa) signe (Fa) ln (1 + |Fa|) (1.45a)

kϑa
(ϑa) =







k+ϑa

(
ϑ+
a − ϑa

ϑ+
a − 1

)m+
ϑa

si Fa > 0

k−ϑa

(
ϑ−
a − ϑa

ϑ−
a − 1

)m−
ϑa

si Fa < 0

(1.45b)

Ce modèle de croissance orthotrope est très élégant mais ne requiert pas moins de 18 pa-
ramètres de croissance (6 associés à chaque direction). Menzel (2007) a utilisé ce modèle
de croissance en considérant l’artère comme un tube uniforme décrit par un modèle de
comportement élastique non-linéaire anisotrope (Holzapfel et al., 2000) et utilisé un jeu
de 6 paramètres pour les trois directions. Il a dans un premier temps montré les variations
de densité matérielle lors d’une croissance stimulée par une simple pression interne avant
de considérer, comme Kuhl et al. (2007), la croissance survenant lors de l’application
d’un effort que pourrait exercer un stent. Comme mentionné dans la discussion, cette
illustration témoigne plus de la faisabilité de modélisation que du développement pro-
prement dit d’un modèle de croissance des artères. Toutefois, le cadre de modélisation de
croissance anisotrope développé par Menzel (2007), même s’il n’en est qu’à ses prémisses
(Vena et al., 2008), apparâıt comme une théorie sérieuse pour expliquer comment les
fibres de collagène peuvent déterminer les directions de croissance et ainsi développer le
caractère fortement anisotrope des tissus et en particulier des artères.
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Modèle de Olsson et Klarbring (2008) En considérant le puits d’entropie comme la
différence entre l’accroissement d’énergie potentielle matérielle ψ0 tr (LP ) et l’énergie

extérieure de croissance apportée Eext = tr
(

LP Σ̄
T
)

, Olsson et Klarbring (2008) ont

considéré l’inégalité

Eext − tr
(
LP ΣT

)
= tr

(
LP

[
Σ̄ −ΣT

])
≥ 0. (1.46)

Ils ont ensuite postulé une loi d’évolution de type homéostatique basée une valeur fixée
a priori du tenseur des contraintes de Cauchy σh vue sur l’espace matériel tel que le
tenseur Σ̄ soit défini par

Σ̄ = ψ0I− ϕ∗ (g σh
)
= ψ0I−

1

J
FT g σh F−T = ψ0I−Mh, (1.47)

où nous avons introduit la définition du tenseur de Mandel homéostatiqueMh. En accord
avec cette formulation, ils ont donc postulé une loi d’évolution du type

LP =
1

c

[
M−Mh

]T
(1.48)

avec c une constante fixée. Ils ont ensuite appliqué leur modèle à une artère de géométrie
idéalisée dont le comportement est décrit par le modèle de Holzapfel et al. (2000) et avec
un tenseur d’évolution défini par

P =
1

ϑR

eR ⊗ eR +
1

ϑΘ

eΘ ⊗ eΘ +
1

ϑZ

eZ ⊗ eZ . (1.49)

dans une base matérielle {eR, eΘ, eZ}. De façon attendue, leur modèle a montré sa ca-
pacité à lisser la distribution des contraintes de telle sorte qu’elle soit égale à la valeur
homéostatique spécifiée. Ce caractère déterministe rejoint les modèles homéostatiques
présentés dans le paragraphe précédent. Toutefois, ce modèle démontre la possibilité de
construire des modèles homéostatiques justifiés avec des arguments rationnels de méca-
nique.

Limitations et perspectives Ces modèles sont bien basés sur des considérations ra-
tionnelles de mécanique des milieux continus (Maugin, 1993; Truesdell et Noll, 1965) et
bien inscrits dans un cadre thermodynamique ouvert (Epstein, 2007; Epstein et Mau-
gin, 2000). Toutefois, une certaine attention est demandée dans un cas où le champ de
mouvement ne serait pas le seul considéré. En effet, comme introduit dans l’article de
Epstein et Maugin (2000), puis largement détaillé dans le livre de Epstein et Elżanowski
(2007, ch. 6), la notion de jauge ne se limite pas à l’expression du tenseur de Mandel,
mais définit plus généralement la (G-)structure de la configuration de référence des points
matériels considérés. En accord avec cette vision, il semble raisonnable de considérer la
version multi-champ du tenseur de Eshelby Σ = ∂Pψ0, définie de façon générique par
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Σ
(
∂I , dX

J
)
= ψ0 δ

J
I −

nb champs
∑

i=1

∂Iϕ
i ∂ψ0

∂∂Jϕi
. (1.50)

Cette extension, déjà suggérée dans l’article de Epstein et Maugin (2000), est détaillée
dans le cadre thermo-mécanique dans le livre de Epstein et Elżanowski (2007, ch. 6). À
partir de cette formulation et suivant l’idée que le puits d’entropie se résume à la différence
entre l’accroissement d’énergie potentielle matérielle ψ0 tr (LP ) et l’énergie extérieure de

croissance apportée Eext = tr
(

LP Σ̄
T
)

(Epstein, 2007), il semble raisonnable de formuler

une loi d’évolution du type

LP = févol
(
Σ̄ −Σ

)
tel que tr

(

févol
(
Σ̄ −Σ

) [
Σ̄ −Σ

]T
)

≤ 0. (1.51)

où Σ peut, par exemple, facilement être la version mécanobiologique du tenseur de
Eshelby. Notez que cette formulation est équivalente à celle donnée par l’équation (1.41),

moyennant un puits d’entropie définit par H̄ = tr
(

LP

[
ψ0 I− Σ̄

]T
)

(Epstein, 2007).

Modèles de remodelage Parmi les modèles existants de remodelage de parois ar-
térielles, on distingue les modèles de type homéostatique évoluant vers une direction
arbitraire (Driessen et al., 2004) et les modèles évoluant vers les directions principales
d’un tenseur donné (Driessen et al., 2008; Hariton et al., 2007; Kuhl et Holzapfel, 2007;
Menzel, 2007).

Modèle de Driessen et al. (2004) Le modèle de remodelage proposé par Driessen
et al. (2004) suppose une paroi artérielle initialement décrite par deux familles de fibres,
respectivement associées aux directions circonférentielle eΘ et longitudinale eZ de l’espace
matériel. Pour conserver les symétries matérielles dans la direction axiale eZ , ces deux
familles vont se dédoubler au cours du remodelage de telle sorte que les quatre familles
de fibres aα soient définies dans l’espace euclidien ambiant par

a1 = cos θ1 cos θ2 er + sin θ1 cos θ2 eθ + sin θ2 ez, (1.52a)

a2 = − cos θ1 cos θ2 er + sin θ1 cos θ2 eθ + sin θ2 ez, (1.52b)

a3 = − cos θ1 cos θ2 er − sin θ1 cos θ2 eθ + sin θ2 ez, (1.52c)

a4 = cos θ1 cos θ2 er − sin θ1 cos θ2 eθ + sin θ2 ez, (1.52d)

avec θ1 et θ2 les deux angles caractéristiques de l’orientation des fibres. L’évolution des
quatre familles de fibres est spécifiée par rapport à quatre directions elles-mêmes fonction
des directions principales par l’intermédiaire de deux angles β1 et β2. La définition d’une
direction suffit donc à définir les autres. Dans leur modèle, la première direction est
définie par

ah
1(λi) =

(λθ)
ν eθ + (λz)

ν ez
√

(λθ)2ν + (λz)2ν
(1.53)

avec λi l’allongement dans la direction principale ei et ν, selon les termes des auteurs,
la « puissance d’alignement ». Par analogie au concept d’homéostasie, leur modèle de
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remodelage spécifie l’évolution de l’orientation de la direction α comme

∂tγα = κ
(
1− aα · ah

α

)

= κ (1− cos γα)
α = 1, 2, 3, 4 (1.54)

avec κ une constante fixée et γi l’angle entre la direction courante aα et la direction ah
α.

En d’autres termes, ce modèle spécifie une évolution déterministe de type homéostatique
vers la direction définie a priori ah

α. Lors de l’application de ce modèle au remodelage
de la paroi artérielle, Driessen et al. (2004) ont considéré un cylindre constitué de deux
couches respectivement associées à la media et à l’adventicia et chacune décrite avec
le modèle de comportement élastique de Holzapfel et al. (2000). De façon intéressante,
Driessen et al. (2004) ont pris en compte un état de contraintes résiduel en considérant
un angle d’ouverture et ont montré l’évolution de l’orientation des fibres entre la media et
l’adventicia, cohérente avec les observations histologiques. Évidemment, cette transition
ne dépend que de la fonction spécifiée par l’équation 1.53 et ce résultat est largement
anticipé sur une géométrie idéalisée.

Modèle de Hariton et al. (2007) De façon simple et originale, Hariton et al. (2007)
ont proposé un modèle de remodelage de deux familles de fibres a1 et a2 conjuguées (±γ)
de telle sorte que l’évolution de la direction des fibres soit simplement définie par

∂tγ = arctan

(
σzz
σθθ

)

(1.55)

avec σii = σ (ei, ei), i = θ, z les contraintes normales dans les directions circonféren-
tielle et longitudinale. De façon intéressante, ce modèle très simple à permis de montrer
le remodelage des parois artérielles de carotides humaines idéalisées avec toutefois une
amplitude de ré-orientation assez faible (∆γ < 5°).

Modèle de Menzel (2007) Parallèlement au développement d’une théorie de crois-
sance orthotrope, Menzel (2007) a proposé un modèle de remodelage. En suivant les
travaux de Imatani et Maugin (2002), il a considéré l’évolution

∂taα =

{
Ω aα = ω × aα si λC1 > λC2 > λC3 et ||asym (M) || > 0
0 sinon

(1.56)

avec aα la direction matérielle de la fibre α, Ω un tenseur de taux de rotation et ω la
vitesse angulaire définie comme

ω =
π

2τ
(1− q) [aα × e1] (1.57)

avec τ une constante de temps caractéristique, q ∈ [0, 1] un facteur de temps caractéris-
tique et e1 le vecteur dual de la première direction principale du tenseur de Cauchy-Green
droit C =

∑

i λ
C
i e

i ⊗ ei. La condition mentionnée sur la norme de la partie antisymé-
trique du tenseur de Mandel asym (M) =

(
M−MT

)
/2 revient à postuler une évolution

seulement dans le cas où les directions d’anisotropie matérielle et de déformations ne sont
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pas coaxiales. À partir de là, la mesure d’anisotropie ||asym (M) ||/||M|| est un candidat
de choix pour voir le déséquilibre entre les directions. Enfin, notons que Menzel (2007)
a intégré ses travaux dans un contexte numérique et a utilisé un schéma d’intégration
exponentielle tel que

aα|n+1 = exp (−∆t Ω) aα|n, (1.58)

avec |n et |n+1 les valeurs aux instants t et t + ∆t avec l’incrément de temps ∆t > 0.
La méthode de détermination de l’exponentielle utilisée est classique et bien détaillée
dans le livre de Simo et Hughes (2000, pp294–298). De façon intéressante, ce modèle a
révélé sa capacité à aligner les directions d’anisotropie avec les directions principales de
sollicitations et ce sans autre paramètre qu’une constante de temps τ et un facteur q. La
voie ouverte par Menzel (2007) semble donc rigoureuse et prometteuse pour décrire le
remodelage des fibres dans la paroi artérielle.

Modèle de Kuhl et Holzapfel (2007) La même année que le modèle de Menzel (2007),
Kuhl et Holzapfel (2007) publient un modèle de remodelage aussi basé sur un tenseur de
rotation tel que la loi d’évolution soit définie par

∂ta = Ω a = ω × a (1.59)

avec a la direction matérielle d’anisotropie, Ω un tenseur de taux de rotation et ω la
vitesse angulaire définie comme

ω =
1

τ
[a× eσ1 ] (1.60)

avec τ une constante de temps caractéristique et eσ1 le vecteur de la première direction
principale du tenseur de Cauchy σ =

∑

i σ
ieσi ⊗eσi avec σ1 > σ2 ≥ σ3. Bien que construit

de façon très simple et avec une seule constante de temps τ , ce modèle a montré sa
capacité à organiser l’angle des fibres de collagène de parois artérielles idéalisées. Dans
leurs simulations, Kuhl et Holzapfel (2007) ont considéré une artère de géométrie idéalisée
dont le comportement est décrit par un modèle anisotrope non-linéaire à deux familles
de fibres, d’orientations conjuguées, dont l’orientation initiale est fixée de façon aléatoire.
De façon intéressante, ils ont montré que le remodelage conduit les fibres du coté de la
lumière à s’orienter de façon circonférentielle et les fibres les plus extérieures à s’orienter
à 45°avec entre les deux, une évolution assez linéaire. Ce résultat étonnant a été comparé
avec une stimulation selon la première direction principale du tenseur de Cauchy-Green
gauche b = FFT et une autre avec la première direction principale du second tenseur
de Piola-Kirshhoff S = ϕ∗σ. L’évolution de la distribution avec S montre une évolution
plus rapide (rayon plus faible) vers la direction croisée à 45°alors que celle obtenue avec
b est beaucoup plus lisse avec un angle minimum voisin de 20°. Ces résultats sont très
intéressants compte tenu de la simplicité de ce modèle. La seule difficulté est d’ordre
numérique avec la mise en œuvre du schéma d’intégration exponentielle.

Modèle de Driessen et al. (2008) Le modèle proposé par Driessen et al. (2008) sup-
pose une paroi artérielle dont l’anisotropie est définie par 2N familles de fibres conjuguées
autour de la direction axiale ez, chacune paramétrée dans le plan (eθ, ez) par une moyenne
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±α et d’un facteur de dispersion β tel que

ai = cos γi eθ + sin γi ez (1.61a)

κ (γi) = A exp

[
cos [2 (γi − α)]− 1

β

]

(1.61b)

le modèle d’évolution associé à chaque famille de fibre prend la forme

∂tαi =
1

τa

(
αh − α

)
(1.62a)

∂tβi =
1

τa

(
βh − β

)
(1.62b)

avec αh et βh deux fonctions correspondant respectivement à la direction et à la dispersion
privilégiées. Ces deux paramètres cibles sont définis à partir d’une fonction (vectorielle)
de stimulation s = s1eθ + s2ez,

αh = arctan

(
s2
s1

)

(1.63a)

βh =







k s2
s1 − s2

si s1 ≥ s2

k s1
s2 − s1

sinon
(1.63b)

avec k un facteur d’échelle. De façon intéressante, Driessen et al. (2008) ont considéré
des stimulus en contrainte ou en déformation. Dans le cas du critère en déformation, ils
ont montré une tendance faible de réorientation avec un angle moyen de fibre évoluant
entre 40 et 65°entre les rayons intérieur et extérieur ; la dispersion atteignant quant à
elle un maximum au tiers de l’épaisseur puis devenant très faible dans l’adventicia. Dans
le cas du critère en contrainte, ils ont obtenu une évolution à peu près constante de
l’angle entre 0 et 10°avec un facteur de dispersion très faible et quasiment constant. Pour
Driessen et al. (2008), le critère en déformation semble plus cohérent avec les données
histologiques.

Limitations et perspectives Les modèles présentés sont tous capables d’induire un
remodelage des fibres de collagène en accord avec les observations expérimentales, à
savoir une orientation majoritairement circonférentielle du coté de l’intima, évoluant
jusqu’à une direction axiale ou croisée au niveau de l’adventicia. Toutefois, les modèles
présentés ne sont pas tous basés sur le même formalisme. Les modèles de Menzel (2007) et
Kuhl et Holzapfel (2007), construits de manière similaire, se détachent très clairement par
leur faible nombre de paramètres. En particulier, le modèle de Kuhl et Holzapfel (2007)
ne contient qu’un paramètre de temps. Concernant les critères d’orientation, ils ont été
discutés par Kuhl et Holzapfel (2007) et Driessen et al. (2008) et ces deux groupes ont
obtenu des résultats contradictoires. La formulation de critères d’orientations demande
donc encore quelques investigations.
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Notons que dans ce challenge, Imatani et Maugin (2002) avaient proposé une for-
mulation générique d’évolution fonction d’un tenseur matériel du second ordre Z telle
que

∂ta = Ω a = ω × a (1.64a)

Ω = Z− Z
(
a♯,a

)
I. (1.64b)

Comme mentionné par Imatani et Maugin (2002), les deux formulations naturelles sont
Z = LP et Z = −MT, respectivement en taux de déformation et en contraintes ma-
térielles. De façon intéressante et en partant d’une distribution aléatoire de fibres d’un
tube, Imatani et Maugin (2002) ont montré la capacité du critère avec le tenseur de
Mandel à aligner les fibres dans la direction circonférentielle. Ce point avait été relevé
par Menzel (2007) et l’avait probablement orienté dans la formulation de ses conditions
de remodelage.

1.1.4.4 Bilan des modèles et perspectives

Dans cette partie, nous avons fait un inventaire (non exhaustif) des modèles de com-
portement mécanique des parois artérielles. Nous nous sommes volontairement concentrés
sur trois types de modèles, à savoir les modèles élastiques, les modèles de contraction
des cellules musculaires lisses et les modèles de croissance et de remodelage. L’objet de
cette partie du chapitre est de faire un bilan assez général de cette revue des modèles
existants afin de situer précisément les contributions de cette thèse, notamment en ce
qui concerne les développements ou les utilisations de théories existantes.

Modèles élastiques La justification des modèles élastiques semble évidente car ce
sont les modèles les plus simples pour décrire le comportement des parois artérielles. Ils
permettent d’estimer les niveaux de contraintes physiologiques moyens sans tenir compte
du caractère vivant des tissus. Ce sont en particulier les modèles de comportement les plus
utilisés lors de simulations d’interactions fluide-structure pour estimer les distributions de
contraintes dans la paroi et estimer les conséquences hémodynamiques de la déformation
des artères. Ces modèles sont aussi très largement utilisés lors d’études des conséquences
pathologiques afférentes à l’hypertension ou à l’athérosclérose. Si de nombreux modèles
permettent de décrire le comportement élastique anisotrope non-linéaire, les modèles les
plus avancés sont probablement ceux de Holzapfel et al. (2000, 2005b). C’est cette voie
que nous suivons en position de simples utilisateurs.

Modèles de contraction La justification des modèles de contraction des cellules mus-
culaires lisses vient naturellement lorsque l’on veut décrire le comportement des parois
artérielles au cours d’un cycle cardiaque. En particulier, il a été montré que la prise en
compte de cette contribution mécanique permet de diminuer le niveau des contraintes
physiologiques observées. Ainsi, en suivant toujours le même objectif d’estimer au mieux
ce niveau de contraintes et l’état de déformation de la paroi, leur présentation vient na-
turellement au second rang. Maintenant, concernant les modèles présentés, même si leur
complexité est très largement croissante, il n’est pas évident de déterminer celui qui est



54 1 État de l’Art

le meilleur ou au moins le plus adapté. La perspective la plus raisonnable nous a semblé
de reprendre le modèle de Humphrey et Na (2002) et de modifier la fonction d’activation
de telle sorte qu’elle dépende explicitement d’un champ associé à la concentration en
ions calcium [Ca2+].

Modèles de croissance et de remodelage Même s’il est certain que les tissus
s’adaptent en permanence à leur environnement, la présentation des modèles de crois-
sance et de remodelage dans un contexte purement physiologique se justifie vraiment
lors de la prise en compte d’un déséquilibre généré par un processus inhabituel. Ces
considérations, associées à l’hypothèse d’homéostasie vasculaire, sont directement issues
des observations ayant montré que les tissus sains n’évoluent pas ou peu. Maintenant,
concernant les modèles de croissance présentés, nous avons volontairement distingué deux
familles. La première est celle des modèles cinématiques articulés autour de l’hypothèse
d’homéostasie vasculaire et la seconde celle des modèles de type plasticité. Si l’hypothèse
d’homéostasie semble pleinement justifiée par les résultats expérimentaux, le formalisme
de ces modèles est bien souvent sorti de tout cadre mécanique consistant (Alford et al.,
2008; Alford et Taber, 2008; Rodŕıguez et al., 2007), contrairement aux modèles de type
plasticité (Kuhl et al., 2007; Menzel, 2007). En d’autres termes, les modèles de la pre-
mière famille contiennent les idées qu’il faut formaliser plus rigoureusement dans un
cadre mécanique, comme cela a été fait par Olsson et Klarbring (2008). Concernant les
modèles de remodelage, les choses sont moins claires et manifestement le modèle d’ap-
parence triviale de Kuhl et Holzapfel (2007) avec un formalisme plus rigoureux proposé
par Imatani et Maugin (2002) semble suffisant pour décrire le processus de remodelage
des fibres d’élastine et de collagène des parois artérielles. Nous sommes partis sur cette
base de développement.
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1.2 Biologie des processus inflammatoires

La maladie cardiovasculaire la plus importante est l’athérosclérose. L’athérosclérose
n’est pourtant pas une maladie des temps modernes, puisque les plaques d’athérome
authentiques sur le plan histologique ont été identifiées au sein des corps momifiés égyp-
tiens (Ruffer, 1911). C’est probablement Léornard de Vinci (1452–1519) qui a le premier
reconnu les changements macroscopiques de l’athérosclérose. Après l’autopsie d’un vieil
homme, il a illustré les lésions artérielles et suggéré que l’épaississement du vaisseau san-
guin était dû à « une alimentation excessive du sang » (Keele, 1952). Antonio Scarpa
(1752–1832), dans son travail sur l’anévrisme artériel (1804), est le premier à décrire une
maladie de la couche interne des grosses artères que l’on nomme aujourd’hui athérosclé-
rose (Goodman, 1989) Pour lui, l’anévrisme de l’aorte résulte « d’une dégénérescence de
la couche interne de l’artère, lente, à ulcération pathologique stéatomateuse, fongueuse
et squameuse ». Le terme d’athérome, du grec athara : « bouillie de farine ou de gruau »,
est proposé pour la première fois par Albrecht von Haller en 1755. En 1833, Lobstein
préfère utiliser artériosclérose considérant que les altérations artérielles ne sont pas d’ori-
gine inflammatoire et sont dues à une mauvaise nutrition des vaisseaux. Au contraire,
Virchow, en 1856, parle d’endartérite déformante pour souligner le caractère inflamma-
toire de la maladie. Councilman, en 1891, propose artériosclérose nodulaire, repris plus
tard par Osler (1897). C’est finalement l’Allemand Felix Marchand qui invente, en 1904,
le terme athérosclérose (Atherosklerose), qui reflète la dualité lésionnelle, athéromateuse
et scléreuse, de la maladie.

Définition 1.2. (Athérosclérose 12) L’athérosclérose est une association variable de
remaniements de l’intima des artères de gros et moyen calibre consistant en une accu-
mulation locale de lipides, de glucides complexes, de sang et de produits sanguins, de
tissu fibreux et de dépôt calcaires ; le tout s’accompagnant de modifications de la media.

Ce processus pathologique, qui affecte le plus souvent les artères de diamètre impor-
tant ou moyen, est caractérisé par la déposition et l’accumulation de lipides (composants
gras, cholestérol), de glucides complexes, de déchets cellulaires, de calcium et autres com-
posants du sang à l’intérieur de la paroi artérielle (Libby et al., 2002; Lusis, 2000). La
lésion élémentaire d’athérosclérose, appelée plaque, se caractérise par un épaississement
localisé de l’intima (tunique interne du tissu artériel) formé d’un amoncellement de tissu
fibreux dur (sclérose) enchâssant athérome ou cœur lipidique de la plaque (American
Heart Association, 2010). Avec le temps, les plaques se durcissent et deviennent de plus
en plus étroites (processus de sténose), ce qui compromet de façon significative la lumière
du vaisseau et limite ainsi le flux sanguin riche charriant l’oxygène vers les différents
organes. La description anatomopathologique classique de l’athérosclérose retient trois
stades évolutifs successifs (Holman et al., 1958) : la strie lipidique (phase précoce et ré-
versible), la lésion fibro-lipidique ou plaque athéromateuse simple puis la lésion ou plaque
compliquée qui explique l’expression clinique de la maladie (Fig.1.9). Les conséquences
de la formation de plaques d’athérome se manifestent à différents niveaux et sont res-
ponsables d’affections aiguës comme les cardiopathies ischémiques dues à l’athérosclérose

12. Définition de l’OMS de 1954.
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Figure 1.9. Illustration des étapes de développement de l’athérosclérose. (1) Stries lipidiques : phase précoce
et réversible caractérisée par un dépôt lipidique à la surface de l’intima. (2) Plaque athéromateuse simple,
caractérisée par la formation d’un cœur lipidique et d’une chape fibreuse. (3) Plaque compliquée pouvant résulter
en la rupture de la plaque et d’un thrombus. Au dessus de l’horizon clinique sont indiquées les expressions
cliniques de la maladie que sont l’infarctus du myocarde, les accident vasculaires cérébraux (AVC), la gangrène
des membres inférieurs ou l’anévrisme. [Adapté de Holman et al. (1958)].

des artères coronaires, les accidents vasculaires cérébraux (AVC) dus à l’athérosclérose
des artères à visée encéphalique, les artérites dues – dans 90% des cas – à l’athérosclé-
rose des artères des membres inférieurs ou d’ischémies aiguës des membres. Les accidents
ischémiques aigus (mort subite, infarctus myocardique ou cérébral, angor instable) sont,
dans la majorité des cas, la traduction clinique de la maladie athéromateuse, consécutifs
à une rupture ou une érosion de la plaque d’athérosclérose avec formation d’un thrombus
obstruant la lumière vasculaire (Libby, 2001). Les complications de l’athérosclérose sont
responsables des deux premières causes de mortalité dans le monde que sont les isché-
mies cardiaques et les accidents vasculaires cérébraux (OMS, 2009). Les cardiopathies
ischémiques concernent environ six millions de décès par an et les accidents vasculaires
cérébraux plus de quatre millions. Ces deux causes représentent à elles seules plus de 20%
des décès et sont respectivement placées aux cinquième et sixième place des pathologies
invalidantes (OMS, 2009). Outre ces conséquences, ces accidents – lorsqu’ils ne sont pas
fatals – sont aussi à l’origine de séquelles fonctionnelles sévères. Ainsi, un accident vascu-
laire cérébral peut être suivi de paralysie, de troubles sensitifs ou de troubles du langage
et un infarctus du myocarde peut conduire à l’apparition d’une insuffisance cardiaque ou
de troubles du rythme.
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1.2.1 Anatomopathologie de l’athérosclérose

La caractérisation des stades évolutifs histologiques de l’athérosclérose est importante
pour comprendre les mécanismes qui interviennent dans la formation des plaques et qui
peuvent jouer un rôle dans la survenue des accidents cliniques ischémiques. Sous l’égide
de la société américaine de cardiologie, l’AHA (American Heart Association, 2010), dans
le cadre du « Comittee on vascular lesions of the council on arteriosclerosis », les lé-
sions artérielles d’athérosclérose ont été classées en six stades (Stary et al., 1995, 1994).
Cette classification tient compte du caractère évolutif des lésions athéroscléreuses mis en
évidence par les études anatomopathologiques et épidémiologiques. Reposant sur l’obser-
vation d’un grand nombre d’artères d’enfants et d’adultes jeunes, les événements patho-
logiques ont été divisés par ordre de gravité croissante (tableau 1.1). Cette classification
suggère que les lésions évoluent avec l’âge du sujet en passant successivement d’un type
lésionnel au type immédiatement supérieur. On distingue toutefois deux groupes de lé-
sions. Les lésions précoces, constituées par les lésions de type I, II et III, sont des lésions
cliniquement silencieuses. Les lésions évoluées, constituées des lésions de type IV, V et
VI, sont des lésions qui entrâınent une diminution de la lumière artérielle du fait de l’aug-
mentation de l’épaississement intimal. À ce phénomène de sténose artérielle peuvent se
rajouter différents processus comme la rupture de plaque, les hémorragies intraplaques,
la formation de thrombus pariétaux qui vont accélérer l’évolution de la lésion.

Lésions de type I ou lésions initiales Ce sont des lésions microscopiques, présentes
essentiellement chez les enfants et les adolescents, mais que l’on peut aussi retrouver chez
les adultes résistants à l’athérosclérose. Elles sont caractérisées par une infiltration, dans
l’intima, de cellules spumeuses d’origine macrophagique. Ces macrophages spumeux isolés
sont en petit nombre et ne peuvent être détectés qu’à l’examen microscopique de l’artère.
L’accumulation de ces cellules macrophagiques dans l’intima va induire une augmentation
nette de l’adhésion de monocytes à l’endothélium et favoriser l’évolution vers le stade II
de ces lésions.

Lésions de type II ou stries lipidiques Contrairement aux lésions de type I dans
lesquelles les macrophages spumeux représentent des cellules isolées, les lésions de type
II se caractérisent par une accumulation, dans la couche sous-endothéliale de l’intima,
des macrophages spumeux, en petits amas, formant des lésions visibles macroscopique-
ment : les stries lipidiques. En plus des macrophages, certaines cellules musculaires lisses
contiennent aussi des dépôts lipidiques, mais les cellules spumeuses d’origine macropha-
gique prédominent par rapport aux cellules musculaires lisses. Quelques lymphocytes T
sont également détectés dans ces lésions. Les lipides présents sont surtout à l’intérieur des
cellules et sont essentiellement de trois types, esters de cholestérol (77%), cholestérol et
phospholipides. Une très faible quantité de lipides se retrouve parfois dispersée à l’exté-
rieur des cellules mais les lésions de type II se caractérisent plutôt par l’absence de lipides
extra-cellulaires. On peut distinguer deux types de lésions de type II : les lésions caracté-
risées par la présence de plusieurs couches superposées de cellules musculaires lisses, les
plus rares, qui vont donner naissance aux lésions de type III et les lésions contenant peu
de cellules musculaires lisses, qui ne progressent pas ou progressent seulement chez des
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Type Dénomination Description

I Lésions initiales Macrophages spumeux isolés dans l’intima. Absence de lipides
extracellulaires.

II Strie lipidique Couches de macrophages spumeux. Cellules musculaires lisses
dans l’intima chargées de lipides. Fines particules lipidiques
extracellulaires disséminées.

III Préathérome Modifications de type II associées à de multiples dépôts lipi-
diques extracellulaires formant de petits agrégats.

IV Athérome Modifications de type II associées à de multiples dépôts lipi-
diques extracellulaires massifs et confluents (noyau lipidique).

V Plaque
athéromateuse

Modifications de type IV associées à des dépôts massifs de
collagène (chape fibreuse) recouvrant le cœur lipidique (type
Va), avec calcifications (type Vb ou VII) ou majoritairement
fibreuse (type Vc ou VIII).
[Plaque avec une fine chape fibreuse (type V⋆)]

VI Plaque
compliquée

Modifications de type V avec rupture de la chape fibreuse
(VIa), hémorragie intraplaque (VIb) ou thrombose (VIc).
[Plaque érodée (type VId)]

Tableau 1.1. Classification des lésions de l’athérosclérose, d’après Stary et al. (1995). Les descriptions entre
crochets [-] ont été ajoutées pour éviter les confusions possibles mentionnées par Virmani et al. (2000).

sujets avec une concentration plasmatique très élevée de lipoprotéines athérogènes. Leurs
potentialités d’évolution vers des lésions de type II dépendront des taux de lipoprotéines
plasmatiques et de l’évolution de la tension artérielle.

Lésions de type III ou préathéromateuses Les lésions de type III sont des lésions
intermédiaires entre les lésions de type II et les lésions évoluées de type IV. Irréversibles,
elles apparaissent entre 10 et 20 ans chez l’Homme. Histologiquement, elles sont caracté-
risées par des gouttelettes lipidiques extracellulaires, visibles au microscope. Ces dépôts
lipidiques extracellulaires sont identiques aux rares dépôts observés dans les lésions de
type II mais ils sont plus nombreux et plus localisés. Ils sont présents à proximité des
multicouches de macrophages et de macrophages spumeux. Ils remplacent la matrice
extra-cellulaire (protéoglycanes et fibres) et repoussent les cellules musculaires lisses en
position intimale. Comme dans les lésions de type II, de nombreuses cellules musculaires
lisses intimales contiennent des gouttelettes lipidiques. À ce stade, le cœur lipidique, ca-
ractéristique des lésions évoluées et formé par une accumulation massive et bien délimitée
de lipides extra-cellulaires, n’est pas encore développé.
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Lésions de type IV ou athéromateuses Ces lésions présentes chez l’Homme de
20 à 30 ans, sont caractérisées par une augmentation des pools de vésicules lipidiques
extracellulaires. Ceux-ci atteignent la confluence et fusionnent pour former le cœur lipi-
dique. Ce centre lipidique ou centre athéromateux apparâıt comme une zone de moindre
cellularité. Celui-ci précède la formation du tissu fibreux et désorganise profondément
la structure de l’intima. Les cellules musculaires lisses et les fibres de la matrice extra-
cellulaire sont très dispersées par les particules lipidiques. Des dépôts de calcium ap-
paraissent, ainsi que des capillaires qui bordent le cœur lipidique. Les macrophages, les
cellules spumeuses macrophagiques et les lymphocytes T sont plus concentrés à la surface
de la lésion, mais la zone entre le cœur lipidique et la surface endothéliale reste la couche
de protéoglycanes du sous-endothélium normal, même si elle est infiltrée par des cellules
inflammatoires et des cellules gorgées de lipides. Ces lésions vont pouvoir évoluer soit
vers la plaque fibreuse (type V), soit vers la plaque rompue (type VI).

Lésions de type V ou fibroathéromateuses La lésion de type V et la lésion typique
d’athérosclérose correspondent à la définition de l’OMS (cf. définition 1.2). Ces lésions
apparaissent après 40 ans. Elles sont caractérisées par la production de tissu fibreux dans
l’intima. Le tissu fibreux est riche en fibres de collagène et en cellules musculaires lisses.
Ce tissu fibreux qui entoure le cœur nécrotique forme la chape fibreuse. Cette lésion
peut être caractérisée par plusieurs cœurs lipidiques recouverts par une épaisse chape
fibreuse. Elle correspond à une lésion de type Va et peut présenter des calcifications
qui s’accumulent de façon préférentielle dans les centres nécrotiques. La chape fibreuse
est toujours très présente. Ce sont les lésions de type Vb ou VII. Enfin, la lésion peut
être essentiellement fibreuse. C’est le cas lorsque la réaction fibrotique constituée de
cellules musculaires lisses et de matrice extra-cellulaire est prépondérante et que le cœur
nécrotique et les cellules inflammatoires et les lipides disparaissent de ce type de lésion.
Ce sont des lésions de type Vc ou VIII. Ces lésions de type V entrâınent généralement
une sténose artérielle, sans retentissement pour un vaisseau comme l’aorte, mais capables
d’induire une sténose significative pour des artères comme les artères coronaires ou les
artères carotidiennes.
Ajoutons à ces définitions standards les lésions de type V avec une fine chape fibreuse.
Comme mentionné par Virmani et al. (2000), ce type de lésion n’est pas clairement défini
par Stary et al. (1995) or ces lésions sont de grande importance sur l’évaluation de la
vulnérabilité des plaques. Pour éviter toute confusion avec les lésions de type Va, nous
noterons ce type de plaque avec fine chape fibreuse V⋆, l’étoile étant alors associée à la
vulnérabilité.

Lésions de type VI dites compliquées La survenue de la plaque compliquée est
une étape importante dans l’évolution de l’athérosclérose, car elle va être responsable de
la grande majorité des événements aigus. Elle survient généralement après 40 ans. Ces
lésions suivent les lésions de type IV ou V et peuvent présenter plusieurs aspects. Les lé-
sions de type VIa se caractérisent par l’apparition de fissures à la surface de la lésion. Les
lésions de complications peuvent se limiter à une simple perte de la couche endothéliale.
Les fissures peuvent également être superficielles, correspondant aux lésions récemment
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décrites d’érosion des plaques avec une simple perte de substance superficielle. Mais la
fissuration peut être plus profonde, atteignant le cœur nécrotique et permettant ainsi le
relargage de gouttelettes lipidiques dans le sang circulant – emportant parfois la totalité
de la plaque – et perforant de façon exceptionnelle la média pour donner des faux ané-
vrysmes. Cependant et comme rapporté par Virmani et al. (2000), comment définir le
niveau de « fissuration » avec un seul type ? Pour éviter toute confusion entre les lésions
VIa de type rupture ou érodée, nous conserverons dans la suite le type VIa pour définir
la rupture et noterons VId le type des plaques érodées. Les lésions de type VIb se carac-
térisent par l’apparition d’une hémorragie ou d’un hématome intra-plaque. La survenue
de ces hémorragies se produit essentiellement à partir de la rupture de néo-vaisseaux
sous l’effet des contraintes hémodynamiques. Les lésions de type VIc se caractérisent par
l’apparition d’un thrombus. Le contact du sang circulant avec le sous-endothélium et le
contenu du cœur nécrotique permet l’initiation du processus thrombotique avec l’adhé-
sion et l’agrégation des plaquettes sanguines et la formation d’un thrombus pariétal. Si
la thrombose survient dans des artères de moyen calibre, elle peut rapidement être oc-
clusive. Cela est exceptionnel dans les artères de gros calibre. Dans le cas contraire, en
l’absence de thrombus occlusif, l’incorporation dans la plaque athéroscléreuse du throm-
bus qui suit la fissuration (rupture ou érosion) de la plaque va contribuer au resserrement
de la lumière artérielle et à l’évolution de la plaque.

Même s’il semble exister un consensus sur la description anatomopathologique de ces
lésions, issue de nombreuses études histologiques, la séquence d’états ne doit pas être vue
de façon linéaire stricto sensu. Pour s’en convaincre, étudions un exemple « standard »

d’évolution de la maladie, proposé par Libby (2001) et reproduit figure 1.10. L’évolution
de la maladie se fait progressivement entre les lésions de types I, II, III puis IV. Après
le stade préathéromateux (IV), la plaque évolue vers une fine chape fibreuse (V⋆) avant
de rompre (VIa) et de causer un thrombus (VIc) visible au niveau de la coupe 5 sur la
figure 1.10. Suite à quoi un processus de réparation se met en place et conduit à une
plaque très fibreuse (VIII) ou fibro-calcaire (VII+VIII). La plaque peut ensuite subir un
phénomène d’érosion (VId), correspondant à la coupe 7 sur la figure 1.10. L’histoire de
cette plaque pourrait évidemment être complétée par un nouveau thrombus, pouvant de
nouveau se réparer s’il ne conduit pas à la mort du patient. Il apparâıt alors assez évident
que le développement de l’athérosclérose est complexe et qu’il peut exister une multitude
de scénarios différents. Notons toutefois qu’il existe, à l’heure actuelle, un consensus sur
la formation des stries lipidiques et leur évolution jusqu’aux lésions préathéromateuses,
à savoir l’évolution de lésions de types I à IV (Steinberg, 2002). Par contre et comme
présenté par la suite, les mécanismes associés aux complications des plaques (passage
d’un type V à un type VI) sont encore mal définis et font encore moins l’objet d’un
consensus (Fuster et al., 2005; Virmani et al., 2006).

1.2.2 Théories d’athérogenèse

Historiquement, deux grandes théories pathologiques se sont opposées au milieu du
XIXème siècle pour expliquer l’athérogenèse (voir les introductions historiques de Cullen
et al. (2005) ou de Mayerl et al. (2006)). La première est la théorie de l’incrustation de
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1 2 3 4 5 6 7

Figure 1.10. Les différents stades d’évolution de la plaque athérosclérotique humaine. (dessus) section longitu-
dinale d’artère dépeignant la « chronologie » de l’athérogenèse, d’une artère normale (1) à l’athérome responsable
des manifestations cliniques par la thrombose ou la sténose (5, 6, 7). (dessous) sections transversales d’artère
pendant diverses étapes d’évolution. (1) L’intima des artères normales contient les cellules musculaires lisses
résidentes souvent dès la première année de la vie. (2) Le déclenchement de lésion se produit quand les cel-
lules endothéliales sont activées, par les facteurs de risque comme les lipoprotéines, et expriment des molécules
d’adhérence et des chemo-attractant qui recrutent les leucocytes inflammatoires tels que les monocytes et les
lymphocytes T. Le lipide extra-cellulaire commence à s’accumuler dans l’intima. (3) Évolution à l’étape stries
lipidiques. Les monocytes recrutés se différencient dans la paroi vasculaire en macrophages et expriment des ré-
cepteurs « scavenger » permettant de fixer les lipoprotéines. A mesure que les macrophages absorbent les lipides
oxydés, ils deviennent des cellules spumeuses. Les leucocytes et les cellules de la paroi vasculaire sécrètent des
cytokines et les facteurs de croissance inflammatoires qui amplifient le recrutement des leucocytes et provoquent
la migration et la prolifération des cellules musculaires lisses de la media. (4) Pendant que la lésion progresse,
les médiateurs inflammatoires causent l’expression de facteurs tissulaires, un efficace procoagulant et des mé-
talloprotéinases matricielles qui affaiblissent la chape fibreuse. (5) Si la chape fibreuse se rompt, le sang et les
éléments thrombogènes du cœur lipidique entrent en contact ; la conséquence étant un phénomène de thrombose.
(6) Quand le thrombus se résorbe, il se met en place une réponse curative par l’accumulation de collagène et la
multiplication de cellules musculaires lisses, transformant ainsi la plaque athéromateuse simple en plaque fibreuse
et calcifiée, souvent associée à une sténose significative. (7) Dans certains cas, les thrombus occlusifs ne résultent
pas en la rupture de la chape fibreuse mais en son érosion superficielle au niveau de la couche endothéliale ce
qui complique souvent les lésions. [Reproduit de Libby (2001)]

Carl von Rokitansky, proposée en 1852 et modifiée ensuite par Duguid en 1946. Cette
théorie suggère que l’épaississement intimal observé dans l’athérosclérose résulterait d’un
dépôt de produits dérivés du sang (essentiellement de la fibrine) associé à une organi-
sation de fibroblastes entrâınant une accumulation secondaire de lipides. La seconde est
l’hypothèse inflammatoire, proposée par Rudolf Virchow en 1856. Cette théorie donne
le rôle de primum movens à l’irritation chronique de la paroi artérielle par infiltration
de composants sanguins et par les coups de bélier de l’ondée sanguine. Pour Virchow,
l’épaississement de la paroi est inflammatoire avec une prolifération de tissu conjonctif ar-
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tériel, qui aboutit finalement à la dégénérescence graisseuse et à la calcification. Virchow
pensait également qu’un traumatisme endothélial d’origine mécanique était à l’origine de
l’infiltration lipidique. C’est d’ailleurs dans ce contexte que Virchow a inventé le terme
« pathologie cellulaire ». Ces deux écoles étaient farouchement opposées et en particulier
Virchow critiquait violemment von Rokitansky, à tel point que la théorie humorale de
l’athérogenèse défendue par von Rokitansky a été totalement supprimée de la seconde
édition de son célèbre livre de pathologie « A Manual of Pathological Anatomy » (Anec-
dote rapportée par Mayerl et al., 2006). Ces deux théories ont été intégrées, à la fin des
années 1970, par Russell Ross dans une théorie plus complexe mais sans doute plus proche
de la réalité : « l’hypothèse de réponse à une lésion » (Ross, 1979). Dans cette théorie,
une lésion de l’endothélium était indispensable au développement de l’athérosclérose. Or,
cette conception de l’athérosclérose s’est révélée totalement inexacte. Aucun processus
de dégénérescence, de rupture ou de desquamation endothéliale pouvant être à l’origine
du processus athéroscléreux n’a jamais pu être mis en évidence (Taylor et al., 1989).
L’endothélium conserve son intégrité structurale au cours du développement de l’athé-
rosclérose, mais il présente un état d’activation inflammatoire favorisant le recrutement
des monocytes et des lymphocytes circulants. C’est finalement à Russel Ross que revient
le grand mérite d’avoir unifié les différentes hypothèses en faisant de l’athérosclérose une
« réponse à une agression », l’agression n’étant pas forcément visible macroscopiquement
(Ross, 1999). Dans cette hypothèse, l’inflammation induite joue une rôle de réparation
qui peut outrepasser ses fonctions et devenir inadéquat donc pathologique.

1.2.2.1 Pathogénie

Même si les mécanismes de l’athérosclérose ne sont pas complètement connus, les hy-
pothèses pathogéniques tendent à se fédérer autour de la théorie inflammatoire. En effet,
les études expérimentales les plus récentes, associées aux observations anatomopatholo-
giques faites sur des plaques humaines, tendent à montrer que l’athérosclérose est une
maladie inflammatoire chronique des grosses artères à localisation intimale (Hansson,
2005; Libby et al., 2002; Ross, 1999). L’hypothèse tire son plus solide argument du fait
que les plaques présentent les quatre attributs classiques de l’inflammation chronique :
sclérose conjonctive, infiltrat monolymphocytaire, prolifération cellulaire et prolifération
vasculaire. L’inflammation est la réaction d’un tissu à une agression ; son objectif est la
réparation. Quand l’agression se répète ou se perpétue, l’inflammation devient chronique
et peut alors dépasser son but pour devenir source de lésion. Les premières agressions
seraient induites par l’inhibition des lipides plasmatiques avec la production de cytokines
(agents de communication du système immunitaire) et de facteurs de croissance favori-
sant la sclérose et pouvant à leur tour favoriser l’inhibition des lipides et la complication
des plaques avec l’incrustation de thrombus (Libby et al., 2002; Lusis, 2000). Il est amu-
sant de remarquer que ces dernières hypothèses physiopathogéniques incluent les théories
(historiques) de l’incrustation de von Rokitansky et inflammatoire de Virchow (Cullen
et al., 2005). Ce point de vue est d’ailleurs rapporté très clairement par Daniel Steinberg
(2002) :

Il y a eu une malheureuse tendance à considérer l’athérosclérose comme étant
soit une maladie lipidique, soit inflammatoire. C’est une fausse dichotomie. Ce



1.2 Biologie des processus inflammatoires 63

ne sont que les deux facettes d’une même et simple pathogénie. En effet, l’athéro-
sclérose est une maladie inflammatoire initiée et qui progresse dans un contexte
hypercholestérolémique.

Ce constat ne remet – fort heureusement – en aucun cas en cause les liens établis entre
cholestérol sanguin et athérosclérose (Steinberg, 1989), seulement il permet de mesurer
le chemin qui reste à parcourir pour comprendre parfaitement la pathogénie de l’athé-
rosclérose (Curtiss, 2009; Steinberg, 2002). L’initiation des plaques athéroscléreuses est
non seulement dépendante de la présence de lipoprotéines circulantes et de leurs mo-
difications (Steinberg, 1997), mais aussi de l’inflammation associée à une dysfonction
endothéliale (Hansson, 2005; Lusis, 2000). En effet, si traditionnellement l’athérosclé-
rose était vue comme la simple déposition de lipides à l’intérieur de la paroi artérielle, à
l’heure actuelle, l’hypothèse la plus probable est un dysfonctionnement endothélial com-
plexe, induit par les lipoprotéines modifiées, des radicaux libres, des micro-organismes
infectieux, les contraintes de cisaillement, l’hypertension, les toxines issues du tabagisme
ou toute combinaison de ces facteurs, menant à une réponse inflammatoire compensatrice
(Landmesser et al., 2004; Lusis, 2000) Cette inflammation chronique, liée à l’interaction
entre les lipoprotéines modifiées, les cellules inflammatoires (macrophages dérivés des
monocytes circulants et lymphocytes T) et les éléments cellulaires de la paroi artérielle,
conduit à un processus réactionnel cicatriciel de la paroi artérielle impliquant les cellules
musculaires lisses et la production de matrice extra-cellulaire (Hansson, 2005).

En accord avec cette vision, les travaux pathogéniques actuels se consacrent essen-
tiellement aux multiples interactions cellulaires et moléculaires (cytokines et facteurs
de croissance, formes activées de l’oxygène, etc.) qui alimentent le foyer athéroscléreux
(Ross, 1999; Tedgui et Mallat, 2006). De ces études émergent notamment le rôle des
cytokines dans le développement, la progression et la complication des plaques (voir,
par exemple, la revue de Tedgui et Mallat, 2006). Un exemple souvent mis en avant
est l’oxydation des lipoprotéines de basse densité (LDL = low density lipoprotein) qui
contribue à la transformation spumeuse des cellules de la plaque (Berliner et Watson,
2005; Tabas et al., 2007) et notamment les dernières études qui laissent penser à la pos-
sibilité d’inhiber le processus d’oxydation des LDL (Curtiss, 2009). D’autre part, depuis
la mise en évidence du rôle des monocytes-macrophages (Glass et Witztum, 2001; Hans-
son, 2005), une attention particulière est portée sur le rôle de l’apoptose dans la maladie
(Mallat et Tedgui, 2001; Tabas, 2005). De plus, l’hypothèse inflammatoire est mainte-
nant intensément développée en incluant le rôle de l’infection (Chlamydia pneumoniae,
Cytomegalovirus, Herpes simplex virus, etc.) dans l’athérosclérose (pour plus de détails,
voir la revue de Cullen et al., 2005). Quoi qu’il en soit, si tous les mécanismes qui initient
et entretiennent le processus inflammatoire ne sont pas encore connus, il existe malgré
tout depuis une dizaine d’années un consensus (rapporté par Steinberg, 2002) sur les mé-
canismes aboutissant à la formation des plaques athéromateuses de type IV (Comparez,
par exemple, Glass et Witztum, 2001; Hansson, 2005; Lusis, 2000).

Même si la maladie reste souvent silencieuse et le patient le plus souvent asympto-
matique, certaines de ces lésions inflammatoires, trop importantes ou trop brutales, vont
conduire à des lésions qui vont se compliquer par une rupture ou une érosion de plaque
et une thrombose artérielle (Falk et al., 1995; Virmani et al., 2000). Les présentations
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cliniques de la maladie athéroscléreuse sont évidemment multiples et fonction de l’artère
touchée. L’atteinte coronaire et l’infarctus du myocarde dominent par leur fréquence et
leur sévérité suivis de près par les atteintes carotidiennes et les accidents vasculaires cé-
rébraux (OMS, 2009). La question alors dominante est d’identifier les mécanismes qui
mènent de la plaque simple (types IV et V) à la plaque vulnérable (type V⋆), puis com-
pliquée (type VI), source de manifestations ischémiques aiguës et de progression rapide
des lésions (Fuster et al., 2005; Virmani et al., 2000). Pour illustrer la diversité et la com-
plexité des théories courantes de progression de l’athérosclérose, nous avons regroupé les
plus significatives sous forme de schémas entre les types lésionnels dans le tableau 1.2. À
la lecture de ces schémas, on peut immédiatement constater qu’il n’existe pas encore de
consensus sur les mécanismes de complication des plaques. Par contre, les processus de
rupture de plaque (type VIa) ou d’érosion (type VId) menant à la formation d’un throm-
bus (type VIc) semblent au cœur du processus de leur développement (Stary, 2000; Stary
et al., 1995; Virmani et al., 2000). Il est important de remarquer que la rupture de plaque
touche le plus souvent les plaques de type V⋆ avec une fine chape fibreuse (Insull, 2009;
Virmani et al., 2000). L’explication la plus plausible de cette transition vers la vulnérabi-
lité est une poussée d’inflammation aiguë faisant intervenir des phénomènes d’apoptose
et la production par les cellules activées de protéases capables de digérer la fine chape
fibreuse (Lee et Libby, 1997). Les enjeux actuels sont donc d’identifier les mécanismes de
rupture de plaque pour pouvoir relever le défi de leur stabilisation afin de prévenir leur
complication et leur progression (Falk, 2006). Notez que derrière la compréhension des
phénomènes responsables de cette déstabilisation des plaques se trouve l’espoir, encore
inassouvi, de concevoir des traitements (statines, inhibiteurs de conversion de l’angioten-
sine, etc.) capables de stabiliser les plaques pour en rendre la rupture plus rare (Rabbani
et Topol, 1999; Steinberg, 2008).

1.2.2.2 Étiologie

Mâıtriser une maladie, c’est en connâıtre la cause et les moyens de la neutraliser.
Les vraies causes de l’athérosclérose sont sans doute les agressions qui initient et entre-
tiennent l’inflammation chronique de l’intima qui la caractérise. L’épidémiologie identifie
des associations entre l’incidence des complications ischémiques de l’athérosclérose d’une
part (essentiellement dues à la maladie coronaire) et l’existence d’états physiologiques
(âge, sexe masculin ou hérédité), d’états pathologiques (hypercholestérolémie, hyperten-
sion artérielle ou diabète) et d’habitudes de vie (consommation de tabac ou sédentarité),
d’autre part. Tous ces marqueurs de risque accèdent au rang de facteurs de risque s’ils
sont modifiables et si leur correction diminue l’incidence des complications athérosclé-
reuses. Le facteur de risque le mieux établi à ce jour est l’hypercholestérolémie. Aucun
des facteurs de risque connus ne peut cependant être considéré comme une cause au-
thentique car aucun n’est nécessaire – au sens de sine qua non – au développement de la
maladie. En regroupant des agressions métaboliques (cholestérol), endocrines (hormones
sexuelles, diabète), mécaniques (hypertension), toxiques (tabac), dégénératives (vieillis-
sement) et génétiques (hérédité), les marqueurs de risque consomment une bonne part
des ressources étiologiques connues pour les maladies humaines, ne laissant que trois
possibilités : la transformation cellulaire, l’altération de l’immunité et l’infection. Les
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Auteur(s) Modèle d’évolution proposé

Stary et al. (1995)
I II III IV V

VI

VII-VIII

Virmani et al. (2000)

I II III IV V (V)

V⋆ VIa VIc VId

VII-VIII

V⋆VII

Stary (2000)
I II III IV V

VI

VII VIII

Libby (2001)
(- figure 1.10)

I II III IV V

V⋆ VIa VIc VId

VII-VIII

Libby et al. (2002)
I II III IV V

V⋆ VIa VIc

VII-VIII

Fuster et al. (2005)
I II III IV V

VI

VII VIII

Tableau 1.2. Illustration de la diversité des modèles d’évolution et notamment de complication des plaques
d’athérosclérose. La ligne supérieure de chaque modèle contient les types lésionnels stables (plaques simples) et au
dessous se trouvent les types vulnérables ou instables (plaque compliquée). Pour les besoins de cette présentation,
nous avons ajouté deux types lésionnels introduits par Virmani et al. (2000) : le type V⋆VII correspondant à une
plaque de type V⋆ avec des nodules calciques et le type (V) correspondant à une plaque de type V après un
processus de réparation.

cellules musculaires des plaques sont groupées en foyers où elles ont toutes la même com-
position génomique. Partant de ce monotypisme, l’hypothèse monoclonale propose que
l’athérosclérose soit liée à une prolifération tumorale autonome de type léiomyomateux,
consécutive à une transformation (mutation) cellulaire (Schwartz et Murry, 1998). L’in-
tervention de réactions auto-immunes dirigées contre des composants des plaques (LDL
oxydées, protéines altérées de matrice extra-cellulaire, protéines de choc thermique) est
étayée par certaines observations et caricaturée par la maladie coronaire allo-immune
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des greffons cardiaques (pour plus de détails, voir la revue de Blasi, 2008). L’infection
suscite actuellement un intérêt particulier dans l’athérosclérose (Cullen et al., 2005). Si
excentriques qu’elles puissent parâıtre par rapport à l’utile connaissance donnée par les
facteurs de risque, ces voies de recherche sont probablement au cœur de « l’énigme athé-
roscléreuse », là où se trouvent les réponses qui viendront tôt ou tard révolutionner les
conceptions de la maladie, et probablement mettre fin à ses ravages.

1.2.3 Lipoprotéines et athérosclérose

Même si les mécanismes initiateurs des liaisons athéroscléreuses font encore l’objet
de controverses, le rôle des lipides et particulièrement du cholestérol dans l’initiation
du processus athérogène n’est plus à démontrer (Steinberg, 1989, 2002). Les lipopro-
téines circulantes sont de grands complexes macromoléculaires constitués d’une fraction
protéique (apolipoprotéine) et d’une fraction lipidique composée de cholestérol libre, de
cholestérol estérifié, de triglycérides et de phospholipides. Les lipoprotéines permettent
l’acheminement des triglycérides, substrat énergétique, et du cholestérol, constituant in-
dispensable à la physiologie des membranes cellulaires et à la synthèse des stéröıdes
(Witztum et Steinberg, 2004). Les apolipoprotéines sont non seulement des protéines
de structure mais également des cofacteurs enzymatiques et des ligands de récepteurs
spécifique : elles jouent un rôle stabilisateur et structurel essentiel de ces particules.
Trois voies essentielles contrôlent le métabolisme de ces lipoprotéines : la voie exogène
ou entérohépatique qui permet le transport des lipides de l’intestin vers le foie, la voie
endogène de transport des lipides du foie vers les tissus périphériques et enfin la voie
retour permettant le transport des lipides des tissus périphériques vers le foie. Les lipides
alimentaires, acides gras et cholestérol, sont absorbés au niveau intestinal et sont ensuite
sécrétés dans la lymphe sous forme de chylomicrons amorçant la voie entérohépatique de
transport des lipides. Ces chylomicrons d’origine intestinale – constitués autour de l’apo-
lipoprotéine B48 et de diamètre voisin de 500nm – rejoignent la circulation sanguine
et, soumis à l’hydrolyse de la lipoprotéine lipase endothéliale des capillaires sanguins,
ils vont générer les particules résiduelles des chylomicrons. Les restes des chylomicrons
– constitués autour de l’apolipoprotéine E (apoE) et de diamètre voisin de 100nm –
vont être captés par les hépatocytes (les cellules du foie), en partie grâce aux récepteurs
des particules de lipoprotéines de basse densité (LDL = low density lipoprotein) recon-
naissant l’apoE (Witztum et Steinberg, 2004). Le cholestérol issu de la protéolyse des
particules par le lysosome sera intégré dans de nouvelles lipoprotéines synthétisées par le
foie autour de l’apoB-100 : les VLDL (very low density lipoprotein, de diamètre ∼20nm).
Les particules de VLDL, riches en triglycérides et contenant de l’apoB-100 et de l’apoE,
initient la voie endogène de transport des lipides, du foie vers les tissus périphériques
(Cobbold et al., 2002). Après sécrétion dans le compartiment intravasculaire, les VLDL
hépatiques vont subir une action lipolytique d’hydrolyse des triglycérides qui va générer
des particules résiduelles, les IDL (intermediate density lipoprotein) et les (LDL = low
density lipoprotein, de diamètre ∼30nm). En d’autres termes, après prélèvement de tri-
glycéride par les tissus périphériques (tissus adipeux, muscles), une partie des résidus de
VLDL sont métabolisés en particules de LDL qui vont s’enrichir en esters de cholestérol.
Ces particules LDL portent des apoB-100 et des vitamines antioxydantes (vitamine E
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Figure 1.11. Métabolisme des lipoprotéines. Les chylomicrons transportent les triglycérides alimentaires (soit
environ 10% des triglycérides globaux) aux tissus et sont hydrolysés sous l’action de la liproprotéine lipase.
Les particules résiduelles des chylomicrons sont épurées par le foie. Les VLDL sont synthétisées dans le foie
et transportent les triglycérides endogènes vers les tissus adipeux et les muscles où elles sont hydrolysées sous
l’action de la liproprotéine lipase. Les cholestérols estérifiés sont ensuite transférés aux IDL. Environ la moitié
des IDL sont épurées par le foie, les autres sont converties en LDL. Les particules de LDL peuvent soit être
épurées par le foie (∼70%), soit elles sont hydrolysées par les enzymes lysosomales, ce qui entraine l’inhibition
de la HMG-CoA réductase (enzyme limitant la synthèse du cholestérol), inhibe la synthèse du récepteur de LDL
et stimule l’estérification du cholestérol, conduisant à la formation de HDL. C’est ce qui caractérise la boucle
athérogène.

et caroténöıdes) mais ont perdu l’apoE, reconnue par les récepteurs de VLDL. Tout au
long de cette cascade, les lipoprotéines peuvent être retirées de la circulation par in-
teraction avec des récepteurs cellulaires spécifiques, soit au niveau des hépatocytes, soit
au niveau des tissus périphériques. Au niveau des tissus (autres tissus, figure 1.11), la
fixation des particules LDL se fait par interaction entre les récepteurs LDL des cellules
et l’apoB-100. L’expression des récepteurs de LDL est fonction du taux de cholestérol
intracellulaire ; ainsi, de bas niveaux de cholestérol intracellulaire conduisent à l’activa-
tion des facteurs de transcription de SREBP, qui stimulent la transcription du gène de
récepteur de LDL et d’autres gènes impliqués dans la biosynthèse de cholestérol (Brown
et Goldstein, 1997). Ce mécanisme assure à la cellule un apport substantiel de choles-
térol. Le cholestérol ainsi libéré va permettre trois actions régulatrices au niveau de la
cellule : la diminution de la synthèse endogène du cholestérol par la rétrorégulation de
l’HMG-CoA (hydroxyméthylglutaryl-coenzyme A) réductase, l’augmentation d’estérifica-
tion du cholestérol et de son stockage et la diminution de la synthèse des récepteurs des
LDL. Si les tissus sont capables d’acquérir le cholestérol, notamment par l’hydrolyse des
lipoprotéines contenant l’apoB100, ils sont en revanche incapables de le cataboliser : seul
le foie a la possibilité d’éliminer le cholestérol excédentaire dans la bile. Le cholestérol
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Figure 1.12. Comparaisons näıves des hypothèses lipidiques et infectieuses. (1) Paroi artérielle saine avec une
cholestérolémie sanguine « standard ». On peut généralement observer une certaine homéostasie du cholesté-
rol, c’est à dire une régulation des entrées en fonction des sorties. (2) Paroi artérielle saine avec une hyper-
cholestérolémie sanguine. C’est l’hypothèse lipidique de l’athérogenèse : le surplus de cholestérol s’accumule dans
la paroi artérielle ; le surplus de HDL ne varie peu ou pas. (3) Paroi artérielle inflammée avec une cholestérolémie
sanguine « standard ». C’est l’hypothèse inflammatoire de l’athérogenèse : le cholestérol va s’accumuler dans la
paroi artérielle et provoquer un déséquilibre des sorties de HDL.

doit donc être ramené au niveau du foie par une voie métabolique anti-athérogène gérée
par les HDL (high density lipoprotein) naissantes qui constituent les accepteurs initiaux
du cholestérol cellulaire.

LDL : éléments initiateurs des lésions athéroscléreuses Le niveau de circula-
tion de LDL est donc déterminé en grande partie par son taux de prélèvement par voie
hépatique (Glass et Witztum, 2001). Ces LDL circulantes vont évidemment interagir avec
l’endothélium vasculaire. La fonction normale de l’endothélium capillaire est de faciliter
le transport des lipoprotéines et autres composants solubles de masse moléculaire élevée
du sang circulant vers les tissus périphériques. Ainsi, un défaut de captation des LDL
par les cellules des tissus demandeurs augmente le taux de cholestérol dans les vaisseaux
sanguins et des facteurs hémodynamiques vont favoriser leur accumulation locale, leur
pénétration et rétention sous-endothéliale. C’est l’hypothèse lipidique de l’athérogenèse
(cas 2, figure 1.12). Elle correspond à un déséquilibre de l’homéostasie cholestérolémique
et donc du flux de cholestérol. On peut représenter abusivement cette hypothèse par
une différence entre le flux entrant de LDL et le flux sortant de HDL. Ainsi, dans le cas
d’une paroi artérielle saine et un niveau de LDL circulant « normal », l’homéostasie peut
être représentée par une égalité des flux de LDL et de HDL (cas 1, figure 1.12). Mais
l’accumulation simple des LDL n’est pas le seul initiateur du processus réactionnel parié-
tal caractéristique de l’athérosclérose. Dans le cas d’une inflammation, c’est la rétention
sous-endothéliale qui prévaudra et déséquilibrera le niveau de LDL hydrolysé, donc celui
de HDL (cas 3, figure 1.12). Ce modèle näıf permet, à notre sens, d’illustrer simplement
les liens étroits entre les lipoprotéines et plus spécifiquement les particules de LDL et
l’athérosclérose. Ce modèle permet aussi de comprendre les difficultés rencontrées pour
dissocier les deux hypothèses que sont l’hypercholestérolémie et l’inflammation.
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Remarque 1.3. (Statines) De façon indirecte, les statines diminuent le niveau de choles-
térol circulant par inhibition de la HMG-CoA, limitant ainsi le taux de l’enzyme requise
pour la biosynthèse endogène de cholestérol. Cette diminution de cholestérol intracel-
lulaire induit de nouveau l’activation de SREBP et conduit à l’élimination progressive
des LDL du plasma, limitant ainsi les taux circulants (Glass et Witztum, 2001). C’est
pour cette raison que les statines forment une classe d’hypolipidémiants et sont utilisées
comme médicaments pour baisser la cholestérolémie de personnes risquant une maladie
cardiovasculaire (Steinberg, 2008).

1.2.4 Description de l’athérogenèse

L’objectif de cette partie est de décrire le processus d’athérogenèse de façon suffisam-
ment précise pour pouvoir le modéliser. Aussi nous concentrons cette présentation sur
les éléments qui sont à l’heure actuelle les plus partagés. D’autre part, nous abordons
les choses d’un point de vue cellulaire et limitons volontairement le niveau de détails de
la description, même si parfois, nous ne résistons pas à donner quelques clés de compré-
hension à une échelle inférieure. Enfin, précisons que la compréhension de l’athérogenèse
a été considérablement clarifiée depuis une vingtaine d’années par l’utilisation de mo-
dèles animaux (Lusis, 2000). Les modèles les plus utilisés dans des études génétiques
et physiologiques sont les souris déficientes en apolipoprotéine E (modèle introduit par
Plump et al., 1992) ou en récepteurs de lipoprotéine de basse densité (modèle introduit
par Ishibashi et al., 1994) développant des lésions avancées (Steinberg, 2002; Tamminen
et al., 1999). Ces deux modèles permettent d’augmenter le taux de LDL circulantes, le
plus souvent amplifié dans les études par un régime hypercholestérolémique, et d’étudier
ainsi le processus d’athérogenèse des types lésionnels I à V. En ce qui concerne le pro-
cessus de complication, les descriptions actuelles ne font pas encore consensus. En effet,
la validité des modèles animaux de rupture ou de trombose, le plus souvent obtenus par
ligature de l’aorte (voir, par exemple, Sasaki et al., 2006), a été initialement remise en
cause par Palinski et Napoli (2002). Cette polémique n’a toujours pas été résolue (Falk
et al., 2007; Pendse et al., 2009; Schwartz et al., 2007; Tennent et al., 2008). Comme la
majorité des éléments décrits ci-dessous sont basés sur des études animales, nous limite-
rons notre étude à l’athérogenèse, des types I à V, basée sur la vision de « réponse à une
blessure » développée par Ross (1999), les agents blessants étant alors les lipoprotéines
et/ou d’autres facteurs de risques.

1.2.4.1 Initiation des lésions : qui de la poule ou de l’œuf. . .

La maladie d’athérosclérose commence avec une dysfonction endothéliale et la pénétra-
tion des lipoprotéines athérogènes dans l’espace sous-endothélial. Les lipoprotéines sont
retenues dans l’intima et subissent des modifications oxydatives. Plusieurs arguments
laissent penser que les modifications par oxydation des LDL vont constituer l’événement
initial qui va conduire à la formation des lésions initiales athéroscléreuses. Il apparâıt
alors évident que la quantité de LDL-cholestérol dans la circulation sera un élément dé-
terminant de la formation des plaques d’athérosclérose. Toutefois, il est intéressant de
noter que des particules de LDL oxydées ont été retrouvées dans les plaques d’athérosclé-
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Figure 1.13. Diagramme schématique de la séquence d’événements conduisant à la formation des plaques
athéromateuses. Les facteurs de risques conduisent à une dysfonction endothéliale. L’endothélium devient plus
perméable aux LDL circulantes qui s’infiltrent dans la paroi où elles sont retenues avant d’être oxydées. Ces
particules cytotoxiques participent au recrutement de monocytes et de lymphocytes T en stimulant l’expression
par les cellules endothéliales de molécules d’adhésion. Les plaquettes sont les premiers agents sanguins arrivant
au niveau des cellules endothéliales activées. Elles participent, comme les particules de LDL oxydées, au recru-
tement immunitaire. Une fois les monocytes dans la paroi artérielle, ils se différencient en macrophages puis
expriment des récepteurs permettant de phagocyter les particules de LDL oxydées. Ils absorbent donc nombre
de particules, conduisant à leur transformation spumeuse par estérification du cholestérol en excès et relargage
d’esters de cholestérol. Ensuite, les cellules spumeuses entrent en apoptose-nécrose, provoquée par les média-
teurs pro-inflammatoires. C’est ce qui conduit à la formation du cœur nécrotique. D’autre part l’inflammation,
mâıtrisée par les interactions antigéniques entre lymphocytes T et macrophages, amplifie le recrutement et la
prolifération de ces derniers, mais aussi stimule la migration des cellules musculaires lisses (CML) de la media.
Une partie d’entre-elles participe à la régulation de l’homéostasie cholestérolémique, transformation en cellules
spumeuses, etc. Les autres cellules musculaires lisses, émigrant, vont se loger entre les cellules endothéliales et le
cœur nécrotique et passent d’un phénotype contractile à un phénotype sécrétoire leur permettant de synthétiser
des composants de la matrice extra-cellulaire et de former ainsi une chape fibreuse. La plaque athéromateuse est
composée d’un cœur nécrotique et d’une chape fibreuse.
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rose alors que les concentrations circulantes étaient très faibles (Steinberg, 2002). Quoi
qu’il en soit, les lipoprotéines oxydées (principalement des LDL oxydées) activent les
cellules endothéliales qui expriment des molécules d’adhésion et sécrètent des facteurs
chimiotactiques responsables du recrutement des monocytes et lymphocytes T circulants.

Dysfonction endothéliale L’endothélium d’une artère saine est doué de propriétés
anti-inflammatoires, anti-oxydantes et anti-thrombotiques. En d’autres termes, il fonc-
tionne comme barrière à perméabilité sélective entre le sang et les tissus et a des fonc-
tions sensorielles et exécutives qui lui permettent de produire des molécules effectrices qui
règlent la thrombose, l’inflammation, le tonus et le remodelage vasculaire. Les premières
fonctions touchées de l’endothélium sont ses capacités vasomotrices avec l’inhibition du
puissant vasodilatateur qu’est l’oxyde nitrique (NO = nitric oxyde). Les effets anti-
athérogènes du NO sont multiples, effets anti-plaquettaires et antithrombotiques, effets
anti-prolifératifs et antimigratoires sur la cellule musculaire lisse, inhibition de synthèse
matricielle, effets anti-inflammatoires, effets anti-oxydants. La diminution de la libéra-
tion du NO endothélial est liée à la fois aux variations d’expression de la NO synthase,
à l’interaction entre le NO et les ions superoxydes, à la modulation de l’interaction de
l’enzyme avec la cavéoline. Cette diminution va avoir des effets extrêmement nocifs,
pro-athérogènes pour la paroi artérielle et être en grande partie responsable de l’initia-
tion des plaques athéroscléreuses. Les autres fonctions endothéliales de perméabilité et
d’adhésivité vont également être touchées. L’augmentation de la perméabilité va favoriser
la pénétration des LDL qui seront piégées par les protéoglycanes de la paroi artérielle,
augmentant ainsi le temps pour leur oxydation (Davignon et Ganz, 2004). L’apparition
des protéines d’adhésion endothéliale comme le VCAM-1 (vascular cell adhesion mole-
cule) ou ICAM-1 (intercellular adhesion molecule) associée à l’expression de protéines
chimio-attractantes comme le MCP-1 (monocyte chemotactic protein-1 ) et des cytokines
inflammatoires (TNF-α et IL-1) va permettre le début de l’infiltration pariétale par les
cellules inflammatoires. En effet, il est maintenant bien connu, qu’en plus d’être cy-
totoxiques pour les cellules endothéliales (Berliner et al., 1995), les particules de LDL
oxydées inhibent la production de NO (Lusis, 2000).

Infiltration, rétention et oxydation des LDL L’infiltration des lipoprotéines a
majoritairement lieu au niveau de zones soumises à un flux sanguin perturbé (pression,
forces de cisaillement, turbulences, stagnation de l’écoulement sanguin) (Van Epps et
Vorp, 2007). En effet, la couche de cellules endothéliales des parois artérielles est par-
ticulièrement sensible au flux sanguin. Dans les régions où le flux sanguin est uniforme
et laminaire, les cellules endothéliales arborent une forme ellipsöıdale et sont alignées
dans la direction du flux. Par contre, dans les régions où l’écoulement est perturbé, les
cellules endothéliales ont plus une forme polygonale et n’ont aucune direction privilégiée
(Gimbrone Jr, 1999). Ces secteurs montrent notamment une perméabilité accrue aux ma-
cromolécules comme les LDL. C’est en partie ce qui explique le développement privilégié
des plaques dans certains sites comme les zones de forte courbure ou dans les bifurca-
tions (Hahn et Schwartz, 2009). L’infiltration des particules de LDL peut en partie se
faire grâce aux récepteurs LRP (LDL receptor-related protein), qui sont exprimés sur les
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Figure 1.14. Illustration de l’infiltration et de la rétention de particules de LDL dans l’intima. Chez les patients
hypercholestérolémiques, l’excès de LDL s’infiltre dans la paroi artérielle. Les particules de LDL sont ensuite
oxydées par les radicaux libres pour former des particules de LDL moyennement oxydées (MM-LDL). Ces
molécules moyennement oxydées activent l’endothélium. En particulier elles stimulent la sécrétion, par les cellules
endothéliales, de facteurs de l’inflammation qui facilitent le recrutement des monocytes (MCP-1 et M-CSF) et de
lymphocytes. L’activation de l’endothélium se traduit aussi par une plus grande perméabilité de l’endothélium
aux agents oxydants (ROS) permettant l’oxydation ou des modifications enzymatiques des LDL pour former des
LDL fortement oxydées (ox-LDL).

cellules de la paroi artérielle. Il n’est pas nécessaire que l’endothélium soit lésé puisque les
lipoprotéines circulantes, dont le diamètre est inférieur à 100nm, peuvent traverser l’en-
dothélium notamment par le phénomène de transcytose (Tabas et al., 2007). Rappelons
que la fonction normale de l’endothélium est de faciliter le transport des lipoprotéines
et autres composants solubles de masse moléculaire élevée du sang circulant vers les
tissus périphériques. Si les lipoprotéines pénètrent dans l’espace sous-endothélial, elles
peuvent diffuser dans l’autre sens, c’est-à-dire ressortir. Il est donc nécessaire qu’elles
soient maintenues dans l’espace sous-endothélial : c’est la rétention des lipoprotéines,
phénomène qui permet de les piéger en les retenant dans l’intima. Cette rétention est
rendue possible par l’interaction des lipoprotéines avec les protéoglycanes de la matrice
extracellulaire (Witztum et Steinberg, 2004). Les lipoprotéines ainsi piégées sont l’ob-
jet de modifications progressives dont les modifications par oxydation. Il s’agit d’une
étape absolument indispensable à la formation de la plaque. Les LDL peuvent être oxy-
dées dans la paroi artérielle au contact des cellules endothéliales, des cellules musculaires
lisses ou des macrophages qui produisent des radicaux libres de l’oxygène. Les agents
intracellulaires réactifs (ROS = reactive oxygen species), induits par les multiples fac-
teurs de risques de l’athérosclérose, conduisent à augmenter l’effort oxydant des cellules
de la paroi vasculaire et activent les molécules intracellulaires de signalisation impliquées
dans l’expression génétique (Fuster et al., 2005). L’oxydation des LDL se déroule dans
l’espace intimal et peut se faire soit par voie chimique impliquant des agents oxydants et
des ions de métaux de transition, soit par voie enzymatique, sous l’action de différentes
oxygénases présentes dans les cellules vasculaires, NADPH oxydase, myéloperoxydase,
xanthine déshydrogénase, NO synthase et lipoxygénase mais aussi la châıne respiratoire
mitochondriale (Navab et al., 2002). L’oxydation des LDL peut rester minimale pour
former des MM-LDL (Mildly oxidized LDL) et permettre à la particule d’être toujours
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reconnue par le récepteur LDL normal. Mais elle peut être également majeure pour for-
mer des LDL oxydées (oxLDL = highly oxidized LDL), induisant une fragmentation de
l’apoB et des résidus lysines. Très succinctement, l’oxydation des LDL débute par la
peroxydation des acides gras poly-insaturés (AGPI) portés par les LDL, AGPI qui esté-
rifient le cholestérol, les phospholipides et les triglycérides. Le phénomène se propage et
s’amplifie notamment grâce à l’action d’une enzyme, principalement associée aux LDL, la
PAF-AH (platelet activating factor-acetylhydrolase) ou Lp-PLA2 (lipoprotein-associated
phospholipase A2) qui possède une activité phospholipase-A2. Ceci conduit à la fragmen-
tation de ces acides gras poly-insaturés avec notamment la production de cétones, qui
sont éliminées, et d’aldéhydes qui se fixent sur les résidus lysines de l’apoB-100 aug-
mentant ainsi sa charge négative (Tabas et al., 2007). La conséquence directe est qu’une
particule de LDL ainsi modifiée ne peut plus se lier au récepteur cellulaire des LDL na-
tives cependant, elle pourra se lier aux récepteurs « scavenger » exprimés à la surface
des macrophages, des cellules musculaires lisses et des cellules endothéliales (Glass et
Witztum, 2001; Hansson, 2005). Enfin, il semble important de mettre en avant le rôle
d’inhibiteur de l’oxydation des lipoprotéines que peuvent exercer les lipoprotéines de
haute densité (HDL = high density lipoprotein), notamment grâce au gène PON 1 qui
détient l’encodage de l’enzyme paraoxonase (Lusis, 2000). L’effet majeur de la paraoxo-
nase est de bloquer les particules de LDL, en augmentant les effets anti-oxydants du
HDL. C’est notamment pour cette raison que le LDL est souvent qualifié de « mauvais
cholestérol », par opposition au HDL qui lui est appelé « bon cholestérol ».

Recrutement des monocytes et transformation en macrophages, puis cel-
lules spumeuses Commençons par rappeler que l’endothélium normal a les capacités
d’inhiber l’adhésion des monocytes circulants. Le recrutement des monocytes circulant
passe donc par une étape d’activation endothéliale et, en particulier, l’expression des
molécules d’adhésion VCAM-1 (vascular cell adhesion molecule) et ICAM-1 (intercellu-
lar adhesion molecule) (Hansson, 2005). Ces molécules d’adhésion ont la capacité de se
lier à des ligands de la famille des intégrines présents sur la membrane des leucocytes.
En conséquence, un certain nombre de monocytes circulants, roulant le long de la sur-
face vasculaire, peuvent ainsi adhérer à la surface de l’endothélium au niveau des sites
activés (Eriksson et al., 2001). Après adhésion, le monocyte pénètre dans l’espace sous-
endothélial où il se transforme en macrophage. Ces étapes, illustrées sur la figure 1.15,
sont sous l’influence de divers facteurs consécutifs à l’oxydation des LDL. En effet, les
MM-LDL stimulent la sécrétion, par les cellules endothéliales, de MCP-1 (pour Macro-
phage Colony Protein-1 ) qui facilite le recrutement des monocytes ou, en d’autres termes,
le passage des monocytes entre les cellules endothéliales. Les MM-LDL stimulent aussi
la sécrétion de M-CSF (pour Macrophage-Colony Stimulating Factor) nécessaire à la dif-
férenciation des monocytes en macrophages tissulaires et à leur prolifération (Berliner
et al., 1995).

Transformation des macrophages en cellules spumeuses Les macrophages
alors présents dans l’espace sousendothélial jouent un rôle clef dans de nombreuses étapes
de l’athérosclérose (production de cytokines inflammatoires, de métalloprotéinases, etc.) ;



74 1 État de l’Art

Monocyte

Macrophage
MCP-1

VCAM-1

Différentiation,
Prolifération

Infiltration

M-CSF

Cytokines

Protéoglycanes

M-CSF

(+)

(+)

ICAM-1

Adhésion

Molécules d'adhésion

In
ti
m
a

LDL

In
ti
m
a

Absorbtion

ox-LDL Récepteur
scavenger

Macrophage

Cellule
spumeuse

Accumulation

Cholestérol libre

ROS

Figure 1.15. Illustration du recrutement des monocytes et de leur transformation en cellules spumeuses. Le
recrutement des monocytes se fait par attachement aux cellules endothéliales grâce aux molécules d’adhérence
dont l’expression a été induite par les MM-LDL et les cytokines inflammatoires. Les monocytes adhérents migrent
dans l’espace subendothélial et se différencient en macrophages. Les molécules de LDL fortement oxydées et
cytotoxiques, sont reconnues par des récepteurs « scavangers» des macrophages et sont phagocytées. L’absorption
en excès de oxLDL par les macrophages conduit à leur transformation en cellules spumeuses.

notamment, comme les MM-LDL augmentent aussi l’expression des récepteurs « scaven-
gers » (nécrophages) des macrophages (Yoshida et al., 1998), ces derniers phagocytent
et détruisent les endotoxines bactériennes, les fragments de cellules apoptotiques et les
particules de LDL-oxydées (Hansson, 2005). Notez que si le cholestérol dérivé des LDL
oxydées se retrouve en excès au sein des macrophages, il est estérifié et s’accumule en
tant que fines gouttelettes cytosoliques (Bobryshev, 2006). Cette accumulation de cho-
lestérol conduit à la transformation des macrophages en cellules spumeuses : la cellule
caractéristique de l’athérosclérose (Bobryshev, 2006; Glass et Witztum, 2001; Hansson,
2005; Ross, 1999). La cellule spumeuse est un macrophage ou une cellule musculaire lisse
ayant migré dans l’intima et chargée d’esters de cholestérol. L’accumulation de cellules
spumeuses constitue la strie lipidique, visible au niveau de l’endothélium comme une pro-
trusion linéaire de l’endothélium, de couleur jaune. C’est le premier stade de l’athérome,
apparaissant très tôt dans la vie (dès l’enfance) sur l’endothélium des grandes artères
(Glass et Witztum, 2001). C’est une structure réversible mais qui peut évoluer vers la
plaque d’athérome.

Réaction inflammatoire La réaction inflammatoire de l’athérosclérose est caracté-
risée par la présence de nombreux macrophages et lymphocytes T. Il est maintenant bien
admis que l’accumulation de LDL oxydées dans l’espace intimal stimule la production
par les cellules endothéliales de molécules pro-inflammatoires permettant le recrutement
de monocytes et de lymphocytes T (Lusis, 2000). L’augmentation de l’état oxydatif de
la paroi est essentiellement la conséquence d’une réponse inflammatoire pariétale. Cette
réponse peut être liée non seulement aux lipoprotéines oxydées mais aussi à d’autres
agents toxiques comme les agents infectieux. Les cellules phagocytaires mais aussi la
présence des anticorps eux-mêmes peuvent générer la production de radicaux oxygénés.
Cette réponse suggère que toute réponse immunitaire humorale contre des agents infec-
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Figure 1.16. Établissement du processus inflammatoire par interactions entre les macrophages et les lympho-
cytes T (helper). Les cytokines sécrétées par les macrophages ont à la fois des effets pro- et anti-athérogènes sur
tous les composants cellulaires de la paroi artérielle et stimulent le recrutement de lymphocytes T. Les peptides
antigéniques dérivés des oxLDL peuvent être présentés aux lymphocytes T par les macrophages locaux. Les
cytokines sécrétées par les lymphocytes T stimulent une réaction antigénique et provoquent la prolifération des
cellules musculaires lisses et leur migration de la media vers l’intima.

tieux, bactériens ou viraux soit capable d’induire une augmentation locale de l’oxydation
des lipoprotéines, d’induire l’expression de certains récepteurs de LDL modifiées comme
LOX-1 et montre le rôle central d’un récepteur « scavenger » comme CD36. Dès leur infil-
tration dans la paroi artérielle, les macrophages vont entrâıner une réaction inflammatoire
chronique qui sera d’une importance capitale pour la croissance de la plaque (véritable
phénomène d’auto-amplification). Les macrophages dérivés des monocytes sont des cel-
lules présentatrices d’antigène (traduit de Antigen-presenting cell) et ont un rôle naturel
de « nettoyage ». Du fait de cette caractéristique, ils produisent de nombreuses cyto-
kines pro- et anti-inflammatoires qui augmentent notamment l’activation endothéliale,
favorisant ainsi l’adhésion et le passage entre les jonctions endothéliales de nouveaux
monocytes et de lymphocytes T (Ross, 1999). Certaines cytokines, comme l’interleukine
10 (IL-10, parfois appelée CSIF pour human cytokine synthesis inhibitory factor), ont
une action clairement anti-inflammatoire et agissent en diminuant la réponse immuni-
taire. Elles peuvent, en particulier, bloquer l’activité des protéines complexes NF-κB
(pour nuclear factor kappa-light-chain-enhancer of activated B cells) contrôlant la trans-
cription d’ADN et plus spécifiquement les gènes responsables de la réponse immunitaire
adaptative. Malgré tout, les cytokines pro-inflammatoires (TNF-α, IL-1, etc.) peuvent
induire l’expression, par les cellules de la plaque, d’enzymes, appelées les métallopro-
téinases matricielles ou MMP (pour matrix metalloproteinase) qui ont une activité de
dégradation de la matrice extracellulaire et dont on verra plus loin l’importance dans la
fragilisation des plaques. Toutefois, l’activité des métalloprotéinases peut être neutrali-
sée par les inhibiteurs de métalloprotéinases (TIMP-1, TIMP-2). Ces réactions sont donc
le résultat d’équilibres complexes anti- et pro-inflammatoires (Glass et Witztum, 2001).
Les conséquences de l’inflammation sont l’accumulation de lymphocytes T et de ma-
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crophages dans la paroi artérielle, la formation de cellules spumeuses, des modifications
de la perméabilité endothéliale et des modifications de l’adhésivité plaquettaire (Ross,
1999). Les lymphocytes T recrutés, probablement alertés par les cytokines sécrétées par
les macrophages et par des molécules d’adhérence et des chimiokines exprimées par les
cellules endothéliales et musculaires lisses activées, sécrètent à leur tour des cytokines
et expriment des marqueurs d’activation, qui signent vraisemblablement une stimulation
antigénique locale, pouvant entrâıner des effets importants sur le devenir de plaques pré-
coces, ainsi que sur la biologie de la paroi artérielle et la pathogénie des complications
des plaques (Hansson, 2001). Ainsi, dès les stades précoces de l’athérogenèse, les lésions
contiennent tous les composants d’une réponse immunitaire spécifique locale.

1.2.4.2 Progression et stabilisation des lésions

La progression des lésions athéroscléreuses est liée à plusieurs phénomènes : l’infil-
tration majeure de cellules inflammatoires, monocytes-macrophages et lymphocytes, as-
sociée à la poursuite de l’infiltration lipidique et à la formation de cellules spumeuses.
Elle conduit à la formation d’une plaque athéromateuse simple. C’est une évolution de la
strie lipidique caractérisée par la formation d’une chape fibro-musculaire isolant le cœur
nécrotique de la lumière artérielle. La formation de la chape fibreuse est due à l’arrivée
des cellules musculaires lisses qui vont synthétiser une matrice extracellulaire plus ou
moins abondante. La chape fibreuse est riche en fibres de collagène, cellules musculaires
lisses et matrice extracellulaire. Le cœur nécrotique contient des lipides et des résidus
apoptotiques de macrophages, lymphocytes T et de cellules musculaires lisses. Les cel-
lules spumeuses sont localisées dans la couche profonde de la chape fibreuse et dans le
cœur lipidique. La média de l’artère est normale à ce stade, toutefois, on observe sur
une coupe un épaississement focal de l’intima et une destruction au moins partielle de la
lame élastique interne (figure 1.17).

Formation du cœur lipidique Le développement des macrophages en cellules spu-
meuses contenant des quantités importantes d’esters de cholestérol est un signe carac-
téristique des lésions athérosclérotiques (Glass et Witztum, 2001). L’accumulation de
cholestérol dans ces cellules est due à l’absorption par les récepteurs « scavengers » de
LDL oxydées (Yamada et al., 1998). Bien que de nombreuses protéines doivent contribuer
à ce processus, des études sur le modèle de souris génétiquement modifiées déficientes
en apolipoproétines E ont montré que les récepteurs SR-A et CD36 jouaient des rôles
prépondérants (Febbraio et al., 2000; Suzuki et al., 1997). Le cholestérol, dérivé des LDL
oxydées, contenu dans les macrophages se compose de cholestérol libre et d’esters de
cholestérol hydrolysés dans les lysosomes (organites du cytosol cellulaire). Le cholestérol
libre a un certain nombre de destins métaboliques potentiels dont l’estérification par le
coenzyme A 13 et son stockage sous forme de gouttelettes lipidiques qui caractérisent les
cellules spumeuses. Les esters de cholestérol sous forme de gouttelettes lipidiques peuvent
aussi être hydrolysés par la lipase, produisant du cholestérol libre pouvant être incorporé
dans des membranes ou transporté hors des cellules spumeuses (Glass et Witztum, 2001).

13. Le coenzyme A ou CoA pour cholesterol acyltransferase-1 est un coenzyme de transfert de groupements
acyles intervenant dans de très nombreuses voies du métabolisme.
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Figure 1.17. Progression des lésions aboutissant à la formation du cœur lipidique, puis nécrotique et de la
chape fibreuse. Rapidement, le nombre de cellules spumeuses se multiplie. Après estérification, le cholestérol des
oxLDL s’accumule dans les cellules spumeuses sous forme de gouttelettes lipidiques avant d’être converti sous
forme plus soluble ou exporté vers les accepteurs HDL extracellulaires par l’intermédiaire de transporteurs de
cholestérol. D’autre part, l’inflammation favorise les processus apoptotiques, notamment des cellules spumeuses.
L’accumulation des résidus apoptotiques et leur mélange avec les lipides extra-cellulaires donne naissance au
cœur nécrotique. Parallèlement, les cellules musculaires lisses émigrent de la média, prolifèrent et sécrètent des
protéines de la matrice extracellulaires qui forment alors une chape fibreuse.

Notez que l’incorporation excessive de cholestérol dans la membrane empêche l’activation
protéolytique des facteurs de transcription de SREBP nécessaires pour la biosynthèse du
cholestérol et l’expression de récepteurs de LDL (Brown et Goldstein, 1999). Bien que ce
phénomène empêche alors l’accumulation de cholestérol par cette voie, il ne modifie en
rien les capacités d’absorption du cholestérol par les récepteurs « scavengers » ou par les
mécanismes phagocytaires (Glass et Witztum, 2001). Ainsi, les mécanismes associés aux
flux de cholestérol sont critiques pour le maintien de l’homéostasie du cholestérol dans
les macrophages. Quoi qu’il en soit, si au début les lipides de la plaque étaient essentiel-
lement intracellulaires, à ce stade ils deviennent aussi extracellulaires et se regroupent
pour former un amas appelé cœur lipidique.

Apoptose et cœur nécrotique Les plaques d’athérosclérose contiennent de nom-
breux débris cellulaires provenant de la nécrose des macrophages mais sont aussi le siège
d’intenses processus apoptotiques (Mallat et Tedgui, 2001). L’apoptose 14 survient dans
tous les types cellulaires : ce sont essentiellement les macrophages et les lymphocytes
T, mais les cellules endothéliales situées en aval de la sténose maximale et exposées à
de faibles taux de cisaillement peuvent aussi être affectées (Tricot et al., 2000). La ré-
action inflammatoire détermine, en grande partie, le taux de cellules apoptotiques. Les
cytokines pro-inflammatoires peuvent induire ce processus par la production excessive

14. L’apoptose est la mort cellulaire programmée ou le « suicide des cellules ».
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de monoxyde d’azote conduisant à la formation de peroxynitrite (Geng et al., 1996).
L’expression de la NO synthase inductible est directement corrélée à la survenue du phé-
nomène dans la plaque humaine (Tedgui et Mallat, 2006). A l’inverse, l’expression locale
de cytokines anti-inflammatoires comme l’interleukine-10 est associée à une diminution
de l’expression de la NO synthase inductible et à une diminution de l’apoptose (Tedgui
et Mallat, 2006). Les données les plus actuelles font jouer un rôle déterminant à l’apop-
tose dans la formation du thrombus à l’origine des syndromes coronariens aigus (Mallat
et Tedgui, 2001). Celle des macrophages est fréquemment observée en bordure du cœur
acellulaire, ce qui suggère que la mort des macrophages par ce processus contribue à
la croissance du cœur lipidique maintenant nécrotique dans lequel s’accumulent des mi-
croparticules apoptotiques, fragments membranaires de cellules mortes (Tabas, 2005).
Le rôle fonctionnel majeur de l’apoptose dans la plaque d’athérome est lié au potentiel
procoagulant des cellules et microparticules apoptotiques.

Formation de la chape fibreuse La chape fibreuse est composée de cellules mus-
culaires lisses et de protéines de la matrice extracellulaire (collagène, élastine, protéogly-
canes). Les cellules musculaires lisses de la chape proviennent de cellules ayant migré à
partir de la média à travers la limitante élastique interne et proliféré dans l’intima. Leur
émigration, à travers la limitante élastique interne, vers l’intima a été provoquée par
la formation de lysophosphatidylcholine (LPC), composant majeur des oxLDL (Kohno
et al., 1998). Les cellules adultes quiescentes 15 de la média présentent un phénotype
contractile, leur taux de renouvellement est très bas et la sécrétion des protéines de la
matrice extracellulaire interrompue. En revanche, après avoir migré dans l’intima, elles
adoptent un phénotype sécrétoire : elles prolifèrent, synthétisent et sécrètent en abon-
dance les protéines extracellulaires (Okamoto et al., 1996; Thyberg, 1998). Le facteur
stimulant la prolifération des cellules musculaires lisses est probablement le PDGF (pour
platelet derived growth factor). Les cellules endothéliales, les macrophages et les cellules
musculaires lisses de la plaque en sécrètent. Deux mécanismes d’action ont donc été
suggérés pour expliquer l’effet des facteurs de croissance : une action paracrine, après
libération par les cellules endothéliales et les macrophages environnants, le PDGF agit
sur les cellules musculaires lisses ; et une action autocrine : la cellule sécrète elle-même
l’agent qui agit sur sa propre croissance. Notez que les cellules musculaires lisses synthé-
tiques ou sécrétoires ont une activité d’estérification du cholestérol plus faible que celle
des cellules musculaires lisses « contractiles » et qu’elles ne peuvent donc pas métaboli-
ser le surplus de cholestérol, ce qui conduit à une accumulation encore plus importante
de lipides au sein de la plaque (Campbell et al., 1983). L’intégrité de la chape fibreuse
est un élément déterminant de la stabilité des plaques d’athérosclérose. En effet, une
des caractéristiques essentielles des plaques stables est la présence d’une chape fibreuse
épaisse enrichie en cellules musculaires lisses et en collagène (Davies, 1996). La structure
de la chape fibro-musculaire constituée, souvent organisée en unités lamellaires avec des
cellules musculaires lisses redevenues contractiles, laisse penser qu’il s’agit là d’un phéno-
mène de type cicatriciel, la media originelle étant fréquemment atrophiée ou inexistante,

15. La quiescence est un type de dormance dépendant exclusivement des conditions du milieu de vie de la
cellule.
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Figure 1.18. Représentation schématique du remodelage coronarien introduit par Glagov et al. (1987) et récem-
ment présenté par Ohayon et al. (2008). Dans un premier temps, à mesure que l’aire de la plaque augmente, le
vaisseau se remodèle de telle sorte que l’aire de la lumière reste constante. Une fois ce remodelage compensateur
à son maximum, toute augmentation de l’aire de la plaque conduit nécessairement à une diminution de l’aire de
la lumière et donc à une sténose du vaisseau.

suite probablement à l’activité des métalloprotéases sécrétées par les macrophages. Enfin,
notons que la présence de cellules musculaires lisses dans l’intima et leur différentiation en
cellules synthétiques dédiées à la production de matrice extracellulaire sont des éléments
stabilisateurs (Ross, 1999).

1.2.4.3 Évolutions des plaques athéromateuses

L’évolution de la plaque d’athérosclérose se déroule sur de nombreuses années. Au
terme de cette évolution, la plaque atteint un stade où son expression clinique sous
la forme de manifestations ischémiques est plus fréquente. Pour qu’une plaque d’athéro-
sclérose entrâıne des manifestations ischémiques chroniques, il faut habituellement qu’elle
soit responsable d’une sténose réduisant la lumière artérielle de plus de 50% en diamètre
par rapport à un segment sain adjacent. Notez qu’en raison de l’atteinte souvent notable
des segments supposés sains et du fait qu’une réduction de 50% en diamètre entrâıne une
réduction beaucoup plus importante en surface, les plaques responsables d’une sténose
« significative » en sont déjà à un stade très avancé de leur évolution.

Remodelage vasculaire Les manifestations cliniques graves de la maladie athéroma-
teuse (mort subite, infarctus myocardique ou cérébral, angor instable) ont peu à voir avec
la taille de la plaque, mais sont essentiellement dues à son instabilité. Celle-ci se caracté-
rise, au moment de l’incident, par la survenue d’un thrombus luminal au contact d’une
rupture de la chape fibreuse (60% des cas) ou d’une « érosion » endothéliale (40% des
cas) (Davies, 1996; Virmani et al., 2000). La plaque se développe longtemps sans altérer
le calibre vasculaire, ce qui remet en question l’intérêt diagnostique de l’angiographie
conventionnelle (Glagov et al., 1987). L’augmentation de volume d’une plaque n’entrâıne
pas nécessairement d’effet proportionnel sur la lumière artérielle. Jusqu’à un stade déjà
avancé, le développement de la plaque dans la paroi du vaisseau peut être compensé par
une augmentation de taille du vaisseau. Ce processus d’adaptation des vaisseaux athéro-
scléreux a été dénommé par Glagov et al. (1987) remodelage vasculaire ou élargissement
compensateur que nous avons abusivement renommé « remodelage compensateur » (Fig.
1.18). Une lumière artérielle de taille normale est donc tout à fait compatible avec l’exis-
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tence de plaques athéromateuses très volumineuses. Toutefois, lorsque la masse intimale
excède 40% de la surface totale de la paroi, le remodelage excentrique de l’artère n’est
plus suffisant pour contenir la plaque : son développement se fait alors aux dépens de
la lumière artérielle et conduit à son obstruction progressive (Glagov et al., 1987). La
progression de la plaque athéromateuse vers la sténose 16 est un phénomène très lent. Les
deux composants de la plaque adulte que sont le cœur lipidique et la chape fibreuse y
contribuent du fait de l’infiltration lipidique, de l’accumulation de cellules spumeuses et
de la prolifération de cellules musculaires lisses avec synthèse de matrice extracellulaire
(Ross, 1999). Les plaques très évoluées sont aussi souvent la conséquence de l’incorpora-
tion de matériel thrombotique s’étant formé lors d’une rupture silencieuse.

Vulnérabilité des plaques Les plaques d’athérome peuvent rester silencieuses plu-
sieurs mois ou années et se compliquer brutalement d’une thrombose qui révèle la ma-
ladie. La « vulnérabilité » d’une plaque correspond donc au risque de transformation en
plaque instable ou compliquée. L’évolution vers la complication dépend notamment de la
composition et de la morphologie de la plaque, mais aussi de son degré d’inflammation.
Si l’aire de la plaque est un élément important, l’épaisseur de la chape fibreuse est un
élément déterminant : une fine épaisseur de chape est souvent un site potentiel de rupture
(Finet et al., 2004; Ohayon et al., 2008; Virmani et al., 2006). En effet, une hypothèse
actuellement développée est que la tendance des plaques à la rupture est en partie due
au pic de contrainte dans la chape fibreuse (Cheng et al., 1993; Kumar et Balakrish-
nan, 2005; Ohayon et al., 2008). Mais toutes les plaques avec une fine chape fibreuse ne
rompent pas (Virmani et al., 2000). Ce critère morphologique ne doit donc pas occulter la
composition des plaques. Il est connu depuis longtemps que les plaques riches en lipides
et pauvres en tissu fibreux sont plus susceptibles de rupture. En ce qui concerne le niveau
de calcification, les choses sont moins claires. Certaines coupes histologiques de plaques
rompues tendent à montrer la présence de nodules calciques au voisinage de la lumière
(Virmani et al., 2006). Mais d’autres études tendent à montrer que le niveau de calcifica-
tion d’une plaque est plus un marqueur de son âge que de sa vulnérabilité (Fuster et al.,
2005). Quoi qu’il en soit, l’évolution vers la complication dépend aussi de la réaction
inflammatoire. En effet, l’inflammation amplifie ces instabilités en stimulant l’activité
de dégradation de la matrice extracellulaire par les métalloprotéases, mais aussi avec
la multiplication des phénomènes apoptotiques stimulés par la production de cytokines
(Hansson, 2005; Tabas, 2005). C’est en partie ce qui explique que l’apoptose soit plus fré-
quente dans les secteurs où la densité de macrophages et de cellules spumeuses est la plus
élevée (Cullen et al., 2005). Dans le cas où la fonction physiologique des macrophages est
respectée, ces derniers phagocytent les résidus apoptotiques, ce qui conduit à l’épuration
progressive des lipides et à une plaque très fibreuse, fortement sténosante. Par contre,
si la fonction d’épuration des macrophges est défectueuse, les résidus apoptotiques vont
alors se nécroser, conduisant ainsi à une lésion nécrotique, le plus souvent associée à une
plaque instable (Tabas, 2005). D’autre part, les cellules musculaires lisses provenant de
la chape fibreuse de plaques athéroscléreuses sont beaucoup plus sensibles à l’apoptose

16. La sténose correspond à une diminution de l’aire de la lumière, ce qui engendre une perturbation du flux
sanguin et provoque des complications cardiovasculaires.
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que les cellules musculaires lisses issues de la média, ce qui pourrait expliquer l’instabilité
de certaines plaques (Bennett et al., 1995). Mais outre la fonction principale d’ingérer et
de neutraliser les substances toxiques telles que les lipoprotéines et les résidus de cellules
apoptotiques s’accumulant dans l’espace subintimal, les macrophages peuvent exercer un
rôle à la fois positif et négatif sur la progression des plaques athérosclérotiques. En effet,
ils produisent de nombreux composés qui influent sur la formation et le développement
des plaques. La production de MMP, qui dégradent la matrice extracellulaire, peut être
l’un des principaux mécanismes à la base de la rupture de plaque (Fuster et al., 2005).
D’autre part, des études ont montré que les macrophages dans la lésion athérosclérotique
produisent du collagène et des inhibiteurs de MMP et peuvent donc être des agents actifs
de stabilisation de plaque (Cullen et al., 2005).

Complications des plaques La transformation d’une plaque simple en plaque com-
pliquée est le résultat de phénomènes inflammatoires locaux responsables, par l’intermé-
diaire d’une thrombose, des manifestations cliniques aiguës de l’athérome. On distingue
trois types de complications :

(i) Ulcération de la plaque - Elle correspond à l’érosion du tissu endothélial au niveau de
la plaque et entrâıne l’adhésion plaquettaire et l’initiation d’une thrombose pariétale.
Cette thrombose peut être complète ou non. L’évolution se fait vers l’incorporation
du thrombus dans la paroi du vaisseau, augmentant ainsi le volume de la plaque et
son caractère sténosant.

(ii) Rupture ou fissure de la plaque - C’est la principale cause de thrombose aiguë. La
rupture de plaque est le résultat de phénomènes mécaniques (augmentation du niveau
de contraintes lors de l’augmentation du volume de la plaque et amincissement de la
chape fibreuse) et chimiques (production de métalloprotéases et enzymes protéoly-
tiques). La rupture de plaque met des substances thrombogènes en contact avec le
sang. Cette thrombose peut être complète ou non et peut être à l’origine d’emboles
cruoriques dans l’aval du vaisseau.

(iii) Hémorragie intra-plaque - La plaque athéromateuse possède une vascularisation
propre. Une hémorragie intra-plaque est possible dans le cœur lipidique, entrâınant
ainsi une brutale augmentation du volume de la plaque, possiblement accompagnée
d’occlusion de l’artère, de dissection ou d’emboles cruoriques et athéromateux.

La gravité de l’athérosclérose tient essentiellement au risque permanent d’accident aigu
qui fait intervenir un processus thrombotique (Fuster et al., 2005). Au niveau coronaire
par exemple, la thrombose est responsable des épisodes d’angor instable, des infarctus
et aussi de certaines progressions rapides et silencieuses des plaques. L’origine de l’ac-
cident aigu est la plupart du temps consécutif à un phénomène de rupture ou d’érosion
de plaque (Falk, 2006; Virmani et al., 2000). La rupture touche le plus souvent la chape
fibreuse et met en contact le sang avec les éléments thrombogènes du cœur nécrotique.
La conséquence en est un phénomène de thrombose (implication des plaquettes puis du
système de la coagulation). Assez souvent, il n’existe pas de réelle rupture de plaque
mais simplement une érosion qui met en contact le sang avec l’espace sous-endothélial.
Les conséquences en terme de thrombose sont toutefois similaires (Cullen et al., 2005;
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Figure 1.19. Rôle supposé des macrophages sur la stabilité des plaques athérosclérotiques. Les macrophages de
la paroi artérielle jouent un rôle central dans le développement de la plaque athérosclérotique. Ils accumulent le
cholestérol et d’autres lipides en absorbant des lipoprotéines modifiées, puis se transforment en cellules spumeuses
avant de former le cœur lipidique. Les macrophages font partie d’un réseau complexe d’interactions entre les
différents types de cellules qui contribuent à la pathologie de l’artère athérosclérotique telles que des cellules
musculaires lisses et des lymphocytes T. Les macrophages produisent de nombreux composés qui influent sur la
formation et le développement des plaques. Par exemple, les macrophages sécrètent des MMP qui dégradent la
matrice extra-cellulaire. Ceci peut être l’un des mécanismes principaux étant à la base de la rupture de plaque.
D’autre part, des études récentes indiquent que les macrophages dans la lésion athérosclérotique produisent du
collagène et des inhibiteurs de MMP et peuvent donc être des agents actifs de stabilisation de plaque. En outre,
une des fonctions principales des macrophages est d’ingérer et de neutraliser les substances toxiques telles que
les lipoprotéines et les résidus de cellules apoptotiqes s’accumulant dans l’espace subintimal. Le macrophage
peut donc exercer un rôle à la fois positif et négatif sur la progression des plaques athérosclérotiques. [Adapté
de Cullen et al. (2005)]

Virmani et al., 2000). Dans d’assez nombreux cas, le processus thrombotique est sponta-
nément résolutif sans survenue de symptômes ischémiques. Parfois, le thrombus rétrécit
significativement la lumière artérielle sans être toutefois complètement occlusif ; dans
le territoire coronaire, le syndrome résultant est l’angor instable. Malheureusement, la
thrombose se développe assez souvent jusqu’à occlusion complète de l’artère, conduisant,
lorsqu’il n’existe pas de circulation collatérale suffisamment développée, à une ischémie
aiguë du territoire d’aval.

Au sein des plaques instables, les facteurs de thrombogénicité sont les facteurs qui
permettent d’activer les plaquettes et la coagulation. Leur importance respective reste
toutefois à déterminer (Fuster et al., 2005). Si des forces de cisaillement élevées sont
capables d’activer les plaquettes, dans le cas de la rupture de plaque, ce sont surtout les
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éléments constitutifs de la plaque mis en contact avec le sang qui les activent. La forma-
tion d’un thrombus plaquettaire est le facteur déterminant de la thrombose artérielle. La
croissance du thrombus est contrôlé et stabilisé par la thrombine, induisant la formation
d’un réseau de fibrine emprisonnant toutes les autres cellules sanguines circulantes.

1.3 Biomécanique de la plaque et de sa croissance

La principale différence entre ces modèles est que les premiers étudient le compor-
tement des artères à un instant donné et dans un état (géométrie, composition) donné
alors que les autres étudient le processus d’athérogenèse, c’est à dire la formation des
plaques d’athérome à partir d’un état sain. Après avoir présenté quelques éléments de
comportement mécanique des plaques, nous dressons un état de l’art de ces deux familles
de modèles et concluons par les limitations et perspectives.

1.3.1 Comportement mécanique des plaques

La littérature concernant les caractéristiques mécaniques et les modèles de comporte-
ment des artères athérosclérotiques et plus particulièrement des constituants des plaques
athérosclérotiques est beaucoup moins extensive que celle concernant les parois saines.
L’hypothèse implicite qui est manifestement souvent faite est qu’une artère athéroscléro-
tique est l’ajout d’une plaque à une paroi saine. Les caractéristiques et modèles employés
pour décrire le comportement des trois tuniques, supposées saines, sont donc ceux décrits
dans le paragraphe 1.1.4. En ce qui concerne les caractéristiques mécaniques des compo-
sants des plaques, il n’existe encore que peu de méthodes et donc de données disponibles.
Malgré tout, nous continuons avec la présentation des caractéristiques de comportement
des composants de plaques, classées selon leur méthode d’estimation, que ce soit in-vitro
ou in-vivo.

Caractérisation in-vitro Les travaux de Lee et al. (1991) sur la caractérisation
mécanique des composants de plaques sont précurseurs en la matière. Ces auteurs ont
testé de façon dynamique des échantillons d’aorte abdominale humaine et ont montré
que les tissus riches en cellules musculaires lisses avaient une rigidité apparente (module
de Young) de 510 ± 220 kPa, les tissus fibreux 900 ± 220 kPa et les tissus calcifiés
2190 ± 990 kPa. Peu après, Loree et al. (1994) ont montré, par des essais de traction
uniaxiale de plaques aortiques, le comportement anisotrope des composants « solides »
des plaques et Beattie et al. (1998) ont montré leur caractère visqueux. Par des essais
de compression de plaques d’aortes iliaques humaines, Topoleski et Salunke (2000) ont
montré un comportement non-linéaire des constituants des plaques. Ce résultat a été
retrouvé par Holzapfel et al. (2004), mentionnant même un comportement plus rigide
des tissus pathologiques par rapport aux tissus des parois saines.

Caractérisation in-vivo Dans le contexte de la caractérisation in-vivo des propriétés
mécaniques des composants des plaques, un des enjeux majeurs est de distinguer les
contours des différents constituants (paroi supposée saine, fibrose, cœur nécrotique, etc.)
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à partir de séquences d’images IVUS ou IRM. Les premiers essais de segmentation ont
été réalisés par Baldewsing et al. (2008) et ont ouvert de grandes perspectives. Grâce
à ces segmentations, ces auteurs ont pu construire un modèle numérique utilisant la
méthode des éléments finis permettant, par simple optimisation, d’estimer la distribution
du module de Young des constituants de plaques. Toutefois, l’approche de Baldewsing
et al. (2008) présente de nombreuses limitations (Le Floc’h, 2009, pp 64–69). C’est dans
ce contexte que l’équipe DyCTiM du laboratoire TIMC-IMAG développe actuellement
un outil, appelé iMOD (Imaging MODulography 17), basé sur une méthode innovante de
caractérisation in-vivo des propriétés mécaniques des artères athérosclérotiques à partir
d’images IVUS ou IRM (Le Floc’h et al., 2009). Cet outil devrait permettre de déterminer
la distribution in-vivo du module de Young des artères avec ou sans plaques (pour plus
de détails, voir Le Floc’h, 2009).

Bilan Les caractéristiques mécaniques des composants des plaques, et encore plus leurs
évolutions, sont encore mal connues. Notez que ce point est pourtant d’un enjeu majeur
pour pouvoir faire des estimations correctes des niveaux de contraintes physiologiques
et évaluer le niveau de stabilité et/ou de vulnérabilité des plaques. Il reste donc en-
core beaucoup à faire dans ce domaine. Lors de l’étude expérimentale présentée dans le
chapitre 2, nous avons veillé à utiliser des données issues d’essais d’indentation par mi-
croscopie à force atomique (AFM) effectuées au sein de l’équipe DynaCell du laboratoire
TIMC-IMAG (Tracqui et al., 2011).

1.3.2 Modèles d’étude de stabilité des plaques

Les modèles d’étude de stabilité des plaques athérosclérotiques sont le plus sou-
vent construits pour évaluer les sites potentiels de vulnérabilité associée au niveau de
contraintes. Comme le niveau de contraintes dépend en particulier de la géométrie com-
plexe des plaques, les modèles présentés s’inscrivent tous dans un cadre numérique uti-
lisant la méthode des éléments finis (Zienkiewicz et al., 2005). Comme il est évident
que l’état de contrainte estimé dépend très fortement des caractéristiques mécaniques et
donc du modèle de comportement et des constantes rhéologiques utilisés, nous présen-
tons les modèles associés à chaque étude. Enfin, il appairâıt aussi évident que le niveau
de contraintes estimé, pour être le plus vraisemblable possible, doit tenir compte des
contraintes résiduelles. Dans ce qui suit, nous présentons quelques uns des modèles ca-
ractéristiques en deux dimensions (2D), d’abord sans, puis avec prise en compte des
contraintes résiduelles, puis les modèles en trois dimensions (3D) et finissons cette partie
avec une présentation de modèles 3D d’interaction sang plaque. Les modèles de compor-
tement sont systématiquement discutés.

17. Le terme de modulographie, qui a été proposé par Baldewsing et al. (2008) et regroupe l’ensemble des
techniques permettant de construire une cartographie du module de Young d’un tissu, en général à partir d’une
séquence d’images médicales.
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1.3.2.1 Les modèles 2D

Les premières études de répartition des contraintes au sein des artères athéroscléro-
tiques sont celles de Loree et al. (1992). Ils ont conçu un modèle paramétrique en deux
dimensions, sous l’hypothèse de déformation plane, pour estimer les effets de la sténose et
de l’épaisseur de chape fibreuse. La paroi et la fibrose ont été modélisées par un compor-
tement orthotrope linéaire et le cœur nécrotique par un comportement isotrope linéaire.
Tous les constituants sont considérés comme quasi-incompressibles. Ils ont en particu-
lier montré que le niveau de contraintes circonférentielles dans la chape fibreuse tend à
augmenter quand son épaisseur diminue et ont ainsi pu expliquer la rupture de certaines
plaques a priori non vulnérables.

En suivant la voie ouverte par Loree et al. (1992), Veress et al. (1998, 2000) ont
analysé, avec un modèle paramétrique idéalisé d’artère coronaire les effets de l’âge de la
maladie sur le pic de contraintes observé dans la chape fibreuse. Les matériaux considérés
dans leurs modèles sont la paroi artérielle, le cœur nécrotique, la fibrose, des cellules et
des nodules calciques, tous modélisés avec un comportement isotrope non-linéaire quasi-
incompressible. Ils ont montré que ce pic augmentait à mesure que s’assouplissait le cœur
nécrotique et ont discuté le rôle des nodules calciques sur le pic de contraintes.

Poursuivant cet effort de recherche et exploitant les données rhéologiques des consti-
tuants des plaques déterminées par Loree et al. (1994), les études avec des géométries
plus réalistes issues de coupes histologiques (Beattie et al., 1998; Kilpatrick et al., 2001;
Kumar et Balakrishnan, 2005), de données IVUS (Finet et al., 2004; Ohayon et al.,
2001) ou IRM (Zheng et al., 2005), ont montré l’importance des études mécaniques pour
comprendre la vulnérabilité des plaques (Richardson, 2002; Vito et Dixon, 2003). Dans
tous ces modèles, le comportement du cœur nécrotique est décrit par un modèle isotrope
linéaire quasi-incompressible. Les modèles de Beattie et al. (1998) et Kilpatrick et al.
(2001) considèrent des modèles isotropes bilinéaires quasi-incompressibles, à la fois pour
les parois et les autres composants des plaques. Les modèles de Kumar et Balakrishnan
(2005) décrivent le comportement des parois d’artères coronaires et des autres compo-
sants des plaques avec un modèle isotrope non-linaire de Ogden (1972) à 6 paramètres.
Les paramètres rhéologiques des parois sont déterminés à partir des données de Delfino
et al. (1997, se résumant aux deux coefficients a et b de leur modèle de carotides hu-
maines) et ceux des plaques à partir des données de Loree et al. (1994). Les études de
Ohayon et al. (2001) et de Finet et al. (2004) décrivent, comme dans l’étude de Loree
et al. (1992), le comportement des parois d’artères coronaires et des autres composants
des plaques avec un modèle orthotrope linéaire. L’étude de Zheng et al. (2005) décrit le
comportement des parois d’artères avec une composition de modèles non-linéaires, ex-
plicitement la superposition des modèles de Mooney (1940) et Demiray (1972) mais les
paramètres ne sont pas mentionnés. Les modèles de comportement et paramètres rhéolo-
giques des composants des plaques, utilisés dans leur étude ne sont pas mentionnés. Quoi
qu’il en soit, les résultats de ces différents auteurs vont tous dans la direction éclairée
par les études de Loree et al. (1992). En particulier, Ohayon et al. (2008) formalisent
l’influence des différents critères morphologiques des plaques sur leur vulnérabilité avec
une étude paramétrique confrontée à des données cliniques et en particulier des images
IVUS d’un patient avant et après rupture de plaque. Le modèle paramétrique de Ohayon
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et al. (2008) considère 5500 géométries idéalisées en faisant varier l’épaisseur de la chape
fibreuse et les dimensions du cœur nécrotique (épaisseur et angle). Comme dans leurs
études précédentes (Finet et al., 2004; Ohayon et al., 2001), le comportement des pa-
rois d’artères coronaires et des autres composants des plaques est décrit avec un modèle
orthotrope linéaire.

1.3.2.2 Les modèles 2D avec contraintes résiduelles

Les premiers auteurs à montrer l’importance de la prise en compte des contraintes
résiduelles pour estimer les pics de contraintes au seins des artères athérosclérotiques
sont Williamson et al. (2003). Notez, en outre, qu’ils ont aussi montré dans leur étude
l’importance du modèle de comportement utilisé pour représenter le comportement des
artères coronaires athérosclérosées. Concernant la prise en compte des contraintes rési-
duelles, Ohayon et al. (2007) montrent leur importance dans la détermination du pic
de contraintes de la chape fibreuse des artères coronaires humaines. La même année
que la publication de l’étude de Ohayon et al. (2007), Balzani et al. (2007) publient
une méthode pour obtenir les contraintes résiduelles dans les artères qu’ils ont illustré
avec une artère athérosclérotique. Nous ne discuterons pas les apports de leur méthode,
sensiblement plus difficile à mettre en œuvre que celle de Ohayon et al. (2007), mais
discuterons plutôt la possibilité de prendre en compte des modèles de comportement
anisotropes non-linéaires. En effet, dans leur étude, Balzani et al. (2007) ont modélisé
distinctement les deux tuniques principales de la paroi que sont la media et adventicia
avec le comportement proposé précédemment (Balzani et al., 2006). En ce qui concerne
les composants de la plaque, ils ont considéré de la fibrose et un cœur nécrotique qu’ils
ont modélisé avec un comportement linéaire isotrope de type néo-hookéen. Leur résultat
témoigne de la faisabilité de l’utilisation des modèles anisotropes non-linéaires pour re-
construire l’état de contraintes résiduelles des artères athérosclérotiques. Ce n’est pas un
résultat surprenant, mais c’était la seule étude de ce genre existant avant la réalisation
des travaux présentés dans ce manuscrit.

1.3.2.3 Les modèles 3D

Les premières études en trois dimensions (3D) sont attribuées à Ohayon et al. (2005).
À partir d’images IVUS, ils ont reconstruit une géométrie 3D d’artère coronaire athéro-
sclérotiques. Ils ont modélisé les différents constituants (media, adventicia, fibrose dense
et fibrose cellulaire) avec un comportement linéaire orthotrope. De façon intéressante,
ils ont montré les différences en plusieurs section pour lesquels ils ont aussi procédé au
calcul 2D. Il ressort de leur étude une légère différence des lieux de plus forte contrainte
mais toute de même une assez bonne adéquation entre les modèles 2D avec l’hypothèse
de déformations planes et le modèle 3D.

Dans leur étude 3D de simulation de l’angioplastie à partir d’images IRM, Holzapfel
et al. (2002b) ont montré de façon intéressante le rôle du pré-étirement axial sur l’es-
timation des contraintes physiologiques d’artères athérosclérotiques. En effet, utilisant
leur modèle de comportement (Holzapfel et al., 2000) pour décrire le comportement de
l’intima, de la media, de l’adventicia et de la fibrose, ainsi qu’un modèle de comporte-
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ment de type néo-hokkéen pour le cœur nécrotique et un massif calcique, ils ont constaté
une augmentation du niveau de contraintes circonférentielles dans l’intima et la media
et une diminution dans l’adventicia. Ces résultats ont été retrouvés dans leur étude sur
une artère idéalisée (Holzapfel et Gasser, 2007). De même, dans leur étude 3D à partir
de données post-mortem d’une artère iliaque très fortement sténosée, Holzapfel et al.
(2005a) ont montré les bénéfices que l’ont peut tirer d’informations dans la direction
axiale, souvent difficilement prévisibles. Dans leur modèle, ils ont décrit le comporte-
ment de l’intima, de la media, de l’adventicia et de la fibrose avec le modèle juste publié
(Holzapfel et al., 2005b) dont les caractéristiques ont été déterminées à partir des données
expérimentales du même groupe (Holzapfel, 2004).

À partir de données IRM d’artères fémorales humaines publiées par Yang et al. (2003),
Ferrara et Pandolfi (2008) ont évalué les risques de rupture de plaque en introduisant des
fissures dans l’intima. Le comportement du cœur nécrotique est décrit avec un modèle
néo-hookéen et celui des parois ou des autres composants des plaques avec le modèle
anisotrope non-linéaire de Holzapfel et al. (2000). Tous les paramètres rhéologiques ont
été déterminés à partir des données expérimentales de Holzapfel (2004).

Plus récemment, Kiousis et al. (2009) ont reconstruit en 3D à partir de données IRM
une bifurcation carotidienne humaine. Pour leurs simulations, ils ont utilisé le même
modèle de Holzapfel et al. (2005b) avec les même paramètres rhéologiques pour décrire
le comportement de la paroi et de la fibrose. Ils ont aussi considéré un cœur nécrotique
et un corps calcique massif qu’ils ont décrit avec un modèle isotrope linéaire de type
néo-hookéen. De façon attendue, ils ont montré que les sites de plus fortes contraintes ne
se situaient ni au niveau des épaules de la plaque, ni au voisinage de nodules calciques
mais simplement au niveau des zones de plus forte courbure. Ils ont aussi montré une
nette augmentation du niveau de contraintes au niveau de la chape fibreuse lorsqu’ils
augmentaient la taille du cœur nécrotique. Ces résultats sont en accord avec ce qui avait
été trouvé par Ohayon et al. (2008) sur un modèle 2D d’artère coronaire athérosclérotique.

1.3.2.4 Les modèles 3D d’interaction sang plaque

À partir de données IRM d’une artère coronaire humaine, Tang et al. (2005) ont conçu
une étude 3D d’interaction fluide-structure pour évaluer l’influence de la sévérité d’une
plaque (sténose) au cours du cycle cardiaque, c’est à dire en considérant le caractère
pulsatile du sang. Dans leur modèle, le sang est décrit comme un fluide newtonien in-
compressible. Les composants de l’artère athérosclérotique sont un tissu fibreux (paroi
et fibrose), un cœur nécrotique et des nodules calciques, tous décrits avec un modèle de
comportement isotrope non-linéaire défini comme la composition du modèle néo-hookéen
et de Demiray (1972) et dont les paramètres rhéologiques sont déterminés à partir des
données de Loree et al. (1994) et de Beattie et al. (1998) pour la paroi. Mis à part le fait
que les contraintes maximales se situent aux abords des nodules calciques et que la struc-
ture et les propriétés mécaniques des composants influent énormément sur les niveaux
de contraintes obtenus, cette étude a surtout montré l’influence du caractère pulsatile du
sang sur le niveau de contraintes dans la chape fibreuse. En reprenant cette base de mo-
délisation, Bluestein et al. (2008) ont évalué l’influence d’un nodule calcique localisé dans
la chape fibreuse. Ils ont en particulier montré qu’un nodule augmente considérablement
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le niveau de contraintes et peut en faire un site privilégié de rupture de plaque. Quelques
années plus tard, Tang et al. (2008), après avoir modéliser le comportement de 21 bifur-
cations carotiennes humaines dans la cadre de simulations fluide-structure similaires à
celles conduites précédemment (Tang et al., 2005), infirment l’hypothèse hémodynamique
de l’athérosclérose. Pour leurs simulations, ils ont utilisé les mêmes modèles isotropes
non-linéaires pour tous les composants des artères athérosclérotiques que précédemment
(Tang et al., 2005), mais ont déterminé les constantes rhéologiques à partir des données
publiées dans le livre de Humphrey (2002). Poursuivant leurs efforts, ce même groupe
(Tang et al., 2009) évalue, à partir de données IRM, les effets de flexion des artères coro-
naires humaines au cours du cycle cardiaque avec les données de comportement publiée
précédemment (Tang et al., 2008). Malgré l’intérêt de cette étude quand à la modélisa-
tion des conditions aux limites réelles des artères coronaires et notamment l’action du
péricarde (tissu enveloppant le cœur et les coronaires) sur ces dernières, leurs résultats
ne révèlent qu’une modification hémodynamique, sans influence sur le pic de contraintes
observé au niveau de la chape fibreuse. Plus récemment, Leach et al. (2010) ont évalué
le comportement d’une bifurcation carotidienne humaine obtenue par angiographie par
tomodensitométrie (CT angiography) pour mettre au point une méthode adaptée à tout
patient donné. Les composants de l’artère athérosclérotique sont la paroi, la fibrose et un
cœur nécrotique, tous décrits avec le modèle de comportement isotrope non-linéaire de
Demiray (1972). Les sources de données expérimentales permettant la détermination des
paramètres rhéologiques ne sont pas données. Quoi qu’il en soit, ces études ont montré
un pic de contraintes au niveau des épaules de la plaque dans toutes les sections considé-
rées. Ces résultats sont en accord avec l’état de connaissance actuel et n’apportent aucun
élément de compréhension sur le comportement des artères athérosclérotiques.

Enfin notons que Kock et al. (2008), lors d’une simulation similaire à celles de Leach
et al. (2010), ont montré un pic important de contraintes au niveau de la chape fibreuse.
Ce n’est pas leur modèle fluide qui peut faire la différence puisque ces auteurs ont aussi
décrit le comportement du sang par un fluide newtonien incompressible, mais le compor-
tement des matériaux considérés. En effet, lors de leurs simulations, Kock et al. (2008)
ont utilisé des modèles de comportement linéaires avec un rapport de rigidité de 100/1
entre la paroi et le cœur nécrotique.

Remarque 1.4. (Modèles de comportement dans les codes commerciaux) Il est surprenant
de remarquer que, malgré les avancées spectaculaires de ces dernières année dans la mo-
délisation des comportements des artères avec des lois anisotropes non-linéaires, aucune
des études que nous venons de mentionner n’a utilisé de telles lois. Nous pensons que
c’est probablement parce que ces modèles de comportement ne sont pas encore implé-
mentés dans les codes de calcul commerciaux. Pour étayer notre propos, précisons que
les études menées par Bluestein et al. (2008), Tang et al. (2009, 2008, 2005) ou Leach
et al. (2010) , ainsi que l’étude de Younis et al. (2004) sur des bifurcations carotidiennes
humaines saines, ont toutes été réalisées avec le code de calcul commercial ADINA. Or
il s’avère qu’ils ont tous utilisé le même modèle de comportement isotrope non-linéaire,
probablement car les fonctions anisotropes non-linéaires ne sont pas implémentées dans
ce code. Par souci d’amélioration des connaissances à partir de ces simulations fluide-
structure, nous donnons en annexe A une méthode générique d’implémentation des lois
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de comportement anisotropes non-linéaires comme celle de Holzapfel et al. (2000) ou
Holzapfel et al. (2005b).

1.3.3 Modèles d’athérogenèse

Historiquement, les études de l’athérogenèse étaient essentiellement des études d’hé-
modynamique tendant à expliquer la localisation des plaques. Nous qualifions ces études
de modèles hémodynamiques pré-athérosclérotiques car aucune plaque n’est considérée.
Dans la suite chronologique et suite à l’hypothèse inflammatoire de l’athéorgenèse défen-
due par Ross (1999), des modèles du processus inflammatoire ont fait leur apparition.
C’est aussi à la même période que les premiers modèles de croissance de plaque font leur
apparition. Nous présentons successivement ces trois types de modèles mécaniques ayant
contribué à la compréhension de l’athérogenèse.

1.3.3.1 Modèles hémodynamiques pré-athérosclérotiques

Pendant de nombreuses années, les investigations de l’écoulement sanguin dans les ar-
tères étaient limitées à des géométries simples (Womersley, 1955). Toutefois, cela n’a pas
empêché l’émergence de l’hypothèse hémodynamique de l’athérosclérose (Texon, 1960).
En effet, les changements de vitesse d’écoulement ou de pression sanguine sont direc-
tement perçus par les cellules endothéliales et initient une cascade d’évènements bio-
chimiques dont les conséquences sont identifiables aux échelles moléculaires, cellulaires
et tissulaires. Des études expérimentales d’écoulement conduisent à l’hypothèse de co-
localisation entre les lieux de faibles contraintes de cisaillement de la paroi artérielle
et ceux de développement des plaques d’athérosclérose (Asakura et Karino, 1990; Caro
et al., 1971; Ku et al., 1985; Zarins et al., 1983). Ces études ont montré que l’athérosclé-
rose tend à se développer dans les sites où l’écoulement est perturbé, c’est à dire là où
l’écoulement est caractérisé par des zones de recirculation et un faible cisaillement de la
paroi artérielle.

Au cours des années 1970, des méthodes numériques de résolution des équations de
Navier-Stokes font leur apparition. Elles sont rapidement appliquées à l’étude de l’hé-
modynamique du cœur (Peskin, 1977) puis artérielle (Perktold et al., 1987; Perktold
et Hilbert, 1986). En particulier, les travaux de Taylor et al. (1998a,b) ont permis de
nombreuses avancées sur la compréhension de l’écoulement tri-dimensionnel associé à
des géométries réelles. Par le développement de ces techniques (Taylor et al., 1999),
le groupe de Taylor est devenu leader en « médecine préventive » (Sahni et al., 2009;
Steinman et al., 2003). D’autre part, les études actuelles considèrent de plus en plus la
déformation de la paroi artérielle (Quarteroni et al., 2000). Si initialement les géomé-
tries étaient idéalisées (Gerbeau et Vidrascu, 2003; Perktold et Rappitsch, 1995; Van de
Vosse et al., 2003), les études les plus récentes se font bien sur des géométries spécifiques
(Bazilevs et al., 2006; Figueroa et al., 2006; Kock et al., 2008; Leach et al., 2010; Tang
et al., 2009, 2008; Younis et al., 2004). Concernant la rhéologie sanguine, même si il a été
montré depuis plus de dix ans que le comportement du sang est de type non-Newtonien
(Gijsen et al., 1999), la majeure partie des études d’écoulement impliquant des artères
de diamètre important font l’hypothèse d’un fluide newtonien (Taylor et Humphrey,
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2009). Rappelons tout de même au lecteur les études numériques de plaques sténosées
de Ishikawa et al. (1998) ayant montré l’importance du comportement non-newtonien du
sang dans les zones de recirculation où le taux de cisaillement est faible. Malgré tout,
les études numériques d’écoulement sanguin ont grandement contribué à l’augmentation
des connaissances à la fois en conditions saines et pathologiques(Taylor et Humphrey,
2009). Les problèmes encore ouverts à l’heure actuelle concernent la caractérisation in
vivo des propriétés rhéologiques sanguines et des conditions aux limites réelles, avec des
modèles spécifiques pour chaque patient, mais aussi la participation au challenge du
couplage multi-physique pour comprendre le caractère physiologique et pathologique du
développement des parois artérielles (Taylor et Humphrey, 2009).

1.3.3.2 Modèles du processus inflammatoire

Les modèles du processus inflammatoire sont tous basés sur le même formalisme
d’équations de réaction-diffusion.

Modèle d’oxydation des LDL de Cobbold et al. (2002) À notre connaissance, le pre-
mier modèle est celui de d’oxydation des particules de LDL de Cobbold et al. (2002).
Dans leur modèle, ils ont considéré des particules de LDL, de HDL et des radicaux libres.
En accord avec le fait que les particules de LDL contiennent six molécules de vitamine E,
Cobbold et al. (2002) ont décomposé le groupe de LDL en huit classes suivant leur niveau
d’oxydation et autant d’équations de réaction-diffusion. De même, le groupe de HDL a
été décomposé en trois classes. Enfin, ils ont considéré une espèce de réactif permettant
les oxydations des particules de LDL et de HDL. De façon intéressante, ils ont montré
que les molécules de HDL pourraient assurer une protection des molécules de LDL contre
l’attaque des radicaux libres par une alternative au mécanisme de transport inverse déjà
connu. En effet, la présence des molécules de HDL réoriente une quantité substantielle
d’attaques d’oxydants à partir de molécules plus vulnérables de LDL, ce qui prolonge le
temps de survie et augmente la tolérance des molécules de LDL aux radicaux libres.

Modèle de Ibragimov et al. (2005) Le modèle complexe d’oxydation développé par
Cobbold et al. (2002) a été intégré sous une forme plus simple dans le modèle d’athéroge-
nèse proposé par Ibragimov et al. (2005). En suivant l’hypothèse inflammatoire de l’athé-
rogenèse de Ross (1999), ils ont considéré trois types cellulaires : les cellules immunitaires
(macrophages et lymphocytes T), les cellules musculaires lisses et les débris (cellules spu-
meuses, apoptotiques et nécrotiques) et trois espèces chimiques : des particules de LDL,
des particules de LDL oxydées et des chimio-attractants (MCSF, interleukines, etc.) sans
autres distinctions. Ensuite, utilisant le modèle chimiotaxique de Keller et Segel (1971),
ils ont décrit l’évolution des types trois cellulaires, et avec des équations classiques de
réaction-diffusion l’évolution des trois espèces chimiques. Ils ont donc construit un sys-
tème couplé de huit équations non-linéaires. De façon intéressante, en appliquant leur
modèle à une géométrie annulaire, ils ont retrouvé des résultats histologiques classiques,
à savoir la localisation des cellules immunisées, l’accumulation des lipides et des débris
et enfin l’isolement du cœur lipidique par les cellules musculaires lisses.
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Étude de stabilité de Ibragimov et al. (2007) Poursuivant leur étude, Ibragimov et al.
(2007) réutilisent leur premier modèle (Ibragimov et al., 2005) en considérant cette fois
ci que la lésion résulte d’une instabilité. Il est en effet bien connu que l’introduction de
déséquilibres au seins de modèles chimiotaxiques peut faire émerger des comportements
(Keller et Segel, 1971). En limitant leur étude analytique de stabilité à deux composants
cellulaires (cellules immunitaires et débris) et une espèce (chimio-attractants), Ibragimov
et al. (2007) ont démontré que les agrégations cellulaires résultent de réponses à des
instabilités.

Modèle de Ibragimov et al. (2008) Suivant la voie de l’instabilité introduite l’année
précédente, Ibragimov et al. (2008) modifient leur système d’équations pour se concen-
trer sur la réaction inflammatoire initiale. À ce titre, ils considèrent un modèle simplifié
à trois types cellulaires : cellules immunitaires saines, pathologiques et des débris et un
chimioattractant. Après une (longue) étude analytique de stabilité du système d’équa-
tions non linéaires, Ibragimov et al. (2008) démontrent l’existence de quatre critères de
stabilité, c’est à dire pour que la maladie ne se développe pas.

Étude de stabilité de Ritter et al. (2009) Une étude de stabilité sur le modèle com-
plet (Ibragimov et al., 2005) a été effectuée par le même groupe (Ritter et al., 2009).
De façon analogue à leurs deux études de stabilité précédente (Ibragimov et al., 2007,
2008), ils font émerger les critères de stabilité de ce systèmes d’équations non linéaires de
réaction-diffusion décrivant le processus inflammatoire de l’athérosclérose. Tous les para-
mètres sont discutés et cohérents avec ce qui est observé lors des histologies. Ce résultat
très intéressant n’a pas encore été appliqué dans une étude numérique pour illustrer le
processus d’inflammation.

Modèle de Ougrinovskaia et al. (2010) Enfin, le dernier modèle de cette famille que
nous connaissons est celui de Ougrinovskaia et al. (2010). Ce modèle décrit l’absorption
des LDL par les macrophages et leur hydrolyse jusqu’à la formation de lipides extra-
cellulaires. Pour ce faire, ils ont considéré un système de trois équations de réaction
associées au LDL, à la capacité d’absorption des LDL par les macrophages et à la quan-
tité de lipides extracellulaires. Pour situer leur contributions, Ougrinovskaia et al. (2010)
ont comparé leur modèle à tous les autres modèles existants, c’est à dire celui de Ibra-
gimov et al. (2005). Ils ont finalement conclu que leur modèle permettait de représenter
plus finement le processus d’absorption des LDL que celui de Ibragimov et al. (2005).
Mais le résultat le plus intéressant concerne leur résultat selon lequel le développement
du cœur lipidique serait plus dû à la prolifération de cellules immunitaires que à l’aug-
mentation du flux d’entrée de LDL. C’est le premier modèle à avancer de tels résultats.
Loin de prendre position sur l’hypothèse initiale de l’athérogenèse (hypercholéstérolémie
et inflammation), ce modèle montre que le niveau de maturatité est probablement atteint
pour discuter les différentes hypothèses.
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1.3.3.3 Modèles de croissance de plaque

Dans cette dernière partie, nous présentons les modèles de croissance de plaque que
nous associons à une modification de géométrie de la paroi artérielle. Il existe à l’heure
actuelle peu de modèles de croissance de plaque. Nous faisons dans cette partie une brève
revue des modèles existants avant d’en discuter les limitations et perspectives.

Modèle de Zohdi et al. (2004) À notre connaissance, le premier modèle de crois-
sance de plaque a été établit par Zohdi et al. (2004). Dans ce modèle unidimensionnel de
croissance d’une plaque, l’initiation et le développement du processus inflammatoire sont
associés à l’infiltration de monocytes, initialement en suspension dans le sang, dans l’in-
tima. Seule la partie sténosée de la plaque est considérée. De façon simplifiée, la plaque
de Zohdi et al. (2004) se résume à un arc de longueur fixe dans la direction de l’écoule-
ment et de hauteur relative à la croissance sténosante. De façon originale, Zohdi et al.
(2004) ont considéré la croissance de plaque jusqu’à sa rupture définie par le niveau de
contraintes hydrostatiques atteint dans la plaque. Dans leur modèle, la rupture de plaque
intervient quand la pression hydrostatique dépasse 104 kPa. En deçà de cette valeur de
rupture, la croissance de plaque est décrite par une loi dépendant d’une constante de
croissance, de la vitesse d’écoulement sanguin au niveau de la plaque associée à celle
des monocytes et de la vitesse critique en deçà de laquelle les monocytes peuvent péné-
trer dans la plaque. Ces vitesses sont déterminées à partir de la solution d’un modèle
d’écoulement unidimensionnel incompressible à débit constant dans un tube dont seul
le rayon intérieur dépend de la sténose. De façon intéressante, la vitesse des monocytes
à la surface de l’artère ne dépend que du flux et de leur diamètre alors que leur vitesse
critique dépend de leur diamètre, de leur densité, de la viscosité du sang, et d’un modèle
de contact des monocytes sur la surface intimale caractérisé par une constante de temps,
l’aire et la contrainte de contact. De façon attendue le caractère linéaire de leur modèle
s’est retrouvé au niveau de leurs résultats avec une croissance et un niveau de pression
hydrostatique proportionnels au temps. En conclusion c’est une première tentative de
modèle de croissance de plaque, mais nous ne sommes pas certains que ce soit la voie à
suivre. En effet, le caractère déterministe du modèle de Zohdi et al. (2004) ne permet
pas de faire émerger des éléments de compréhension de la croissance de plaque. Retenons
par contre l’approche astucieuse adoptée pour modéliser l’infiltration de particules.

Modèle de Zohdi (2005) Poursuivant ces efforts de recherche, Zohdi (2005) propose
ensuite un modèle d’évolution concentrique du rayon de la lumière en fonction de la
nature du flux sanguin. Son modèle de croissance dépend d’une valeur critique de ci-
saillement au niveau de la paroi en dessous de laquelle la croissance est possible et d’un
prédicateur de la nature du flux sanguin, s’avérant être aussi un prédicateur de sténose.
De façon intéressante, Zohdi (2005) a testé différents types de flux et a montré la ré-
duction progressive de la lumière avec le temps jusqu’à se stabiliser. Ce modèle simple a
donc permis de montrer que plus le flux au contact de la paroi artérielle est turbulent,
plus la croissance est sténosante.

Remarque 1.5. (Modèles de Zohdi) Il semblerait que les modèles de Zohdi (Zohdi, 2005;
Zohdi et al., 2004) ne soient pas adaptés pour décrire la croissance de plaque. D’ailleurs,
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il est amusant de remarquer qu’il a poursuivi ses recherches avec le même formalisme
mais cette fois appliqué à la croissance des canaux ioniques (Zohdi, 2010). Or il s’avère
que c’est peut être le modèle de croissance concentrique le plus adapté parmi les siens.
En effet, le modèle de Zohdi (2010) est clairement construit comme un modèle homéo-
statique, la valeur d’homéostasie étant associée à une valeur maximale de cisaillement
sanguin au niveau de la paroi pour laquelle la croissance s’effectue. Notez que cela rejoint
l’hypothèse hémodynamique de l’athérosclérose défendue par Texon (1960) avant bien
d’autres (Asakura et Karino, 1990; Caro et al., 1971; Ku et al., 1985; Zarins et al., 1983).

Modèle de Kuhl et al. (2007) Lors des illustrations numériques de leur modèle pré-
senté page 44, Kuhl et al. (2007) ont considéré la croissance d’une plaque déjà installée.
Le comportement de la plaque est considéré identique à celui de la paroi et est décrit
par un modèle de type néo-hookéen. De façon intéressante, le modèle Kuhl et al. (2007)
a montré une croissance de près de 25% dans les zones de la plaque les plus épaisses.
Toutefois et comme mentionné par les auteurs, ce modèle ne permet pas de décrire la
croissance de plaque car il ne considère ni le flux entrant de LDL ou de monocytes, ni les
variations de compositions en son sein. Notons simplement que c’est à l’heure actuelle le
seul modèle de croissance de plaque vue du coté de la paroi et non du sang.

Modèle de Yang et al. (2010) Ce modèle est le premier modèle construit à partir
de données expérimentales. Leur méthode consiste à extrapoler la croissance de plaque
à partir de deux séries de mesures IRM espacées de 18 mois. Une troisième série de
mesures 18 mois après leur permet de valider les résultats de leur modèle. De façon
pratique, les géométries correspondent à une succession de coupes transversales et leur
modèle de croissance spécifie l’évolution de la longueur de segments radiaux. Ils on évalué
quatre lois de croissance dépendant de l’épaisseur locale, du gradient axial d’épaisseur
et/ou des contraintes circonférentielles. En comparant leurs résultats avec les mesures
de contrôle, ils on constaté que le modèle tenant compte de ces trois facteurs conduisait
à l’erreur géométrique la plus faible. Quoi qu’il en soit, ce que ces auteurs ont montré
c’est qu’il est possible de décrire la croissance des plaques au temps court sans décrire les
processus responsables de cette évolution. Cette approche pragmatique peut fournir des
éléments de décision clinique sur la vulnérabilité des plaques à venir. Par contre, cette
approche ne permet pas d’améliorer la compréhension des processus de développement
et de complication des plaques.

Limitations Comme nous venons de le voir, si aucun de ces modèles ne permet
d’expliquer la croissance des plaques et notons que le modèle de Yang et al. (2010) permet
au moins de reproduire sa croissance. Le modèle de Zohdi et al. (2004) tient compte de
l’infiltration des monocytes en considérant l’écoulement sanguin, mais ne prend pas en
compte le caractère déformable de l’artère athérosclérotique. Le modèle de Kuhl et al.
(2007) considère bien le caractère déformable et évolutif des artères athérosclérotiques,
par contre ce modèle ne distingue pas les comportements mécaniques des composants de
la plaque et de la paroi. Enfin, le modèle de Yang et al. (2010) est limité à une approche
isotrope sous l’hypothèse de petites déformations et les modèles d’évolution spécifiés ne
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respectent pas les principes fondamentaux de thermodynamique. Enfin, notons que les
modèles de Kuhl et al. (2007) et Yang et al. (2010) omettent complètement toute réalité
biologique.

1.3.3.4 Limitations & perspectives

Après avoir passé en revue probablement la majeure partie des modèles d’athérogenèse
existants, nous sommes obligés de constater plusieurs points d’importance :

i. Les modèles hémodynamiques pré-athérosclérotiques sont suffisamment avancés pour
prendre en compte l’écoulement sanguin et même son caractère pulsatile.

ii. Les modèles du processus inflammatoire commencent à apporter des éléments de
discussion des hypothèses de l’athérogenèse et sont donc probablement quasiment
aboutis.

iii. Les modèles de croissance de plaque n’en sont qu’au stade d’idée et il reste encore
beaucoup à faire pour espérer décrire les évolutions de comportement mécanique et
biologique et en particulier la formation des plaques.



2

Étude expérimentale des contraintes
résiduelles au sein des plaques de souris

Naturellement, dès qu’on passe de l’observation
à l’expérimentation, le caractère polémique de la
connaissance devient plus net encore. Alors il faut
que le phénomène soit trié, filtré, épuré, coulé dans
le moule des instruments, produit sur le plan des ins-
truments. Or les instruments ne sont que des théories
matérialisées. Il en sort des phénomènes qui portent
de toutes parts la marque théorique.

Gaston Bachelard
(Le nouvel esprit scientifique, 1934)

2.1 Introduction

Les études expérimentales réalisées afin de préciser les mécanismes du développement
biologique des plaques vulnérables utilisent principalement le modèle de souris hyper-
cholestérolémiques apoE−/− (Desai et al., 2008), malgré l’absence de rupture de plaque
dans ce modèle (Falk et al., 2007; Schwartz et al., 2007; Tennent et al., 2008). Ces études
ont permis de démontrer que l’athérosclérose est une pathologie inflammatoire de la pa-
roi des vaisseaux conduisant à la formation d’une plaque d’athérome constituée d’un
cœur lipidique et nécrotique recouvert d’une capsule fibreuse dont les caractéristiques
(taille du cœur lipidique, épaisseur de la capsule) peuvent conduire à la rupture et à
l’accident coronaire. La détection des plaques d’athérome vulnérables représente donc
un enjeu clinique majeur (Virmani et al., 2005). Cependant, la prédiction de la rupture
d’une plaque vulnérable est difficile sur un plan individuel. En plus des caractéristiques
géométriques et morphologiques connues que sont l’épaisseur de la chape fibreuse et la
taille du cœur lipidique, d’autres paramètres doivent être considérés. Les études biomé-
caniques concernant la distribution des contraintes et des déformations dans les plaques
d’athérome vulnérables sont particulièrement intéressantes dans cette optique. En effet,
les contraintes mécaniques s’exerçant dans la paroi du vaisseau (contraintes pariétales)
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influent sur des processus biologiques tels que la migration des macrophages (un type
cellulaire déterminant dans la rupture de plaque), le remodelage de la lésion athérosclé-
rotique par la production de métalloprotéases, ou la modulation de la néo-angiogénèse.
Ces phénomènes sont centraux dans la vulnérabilité de la plaque (Chen et al., 2005;
Gambillara et al., 2005; Khurana et al., 2005; Virmani et al., 2005).

De plus, il est bien établi que la paroi des vaisseaux n’est pas libre de contraintes,
même lorsque les charges externes sont absentes (Fung, 1991; Greenwald et al., 1997;
Holzapfel et al., 2007; Takamizawa et Hayashi, 1987; Vaishnav et Vossoughi, 1987). Les
contraintes et déformations qui persistent dans un vaisseau en l’absence de stress exté-
rieurs tels que la pression sanguine sont appelées contraintes et déformations résiduelles.
Elles permettent l’homogénisation de la distribution des contraintes sur l’épaisseur de la
paroi des vaisseaux normaux (Chuong et Fung, 1986; Guo et al., 2005; Takamizawa et
Hayashi, 1987). Cependant, la distribution des contraintes résiduelles dans les plaques
d’athérome et leur influence sur les contraintes physiologiques n’ont pas été étudiées en
détail à ce jour. Ainsi, les contraintes résiduelles restent majoritairement négligées dans
les études visant à déterminer les sites potentiels de rupture des plaques d’athérome.
Cependant, Ohayon et al. (2007) ont récemment suggéré l’importance potentielle des
contraintes résiduelles dans la vulnérabilité des plaques d’athérome coronaires humaines.
Or il s’avère que le rôle des contraintes pariétales sur le développement des plaques d’athé-
rome chez la souris reste inconnu malgré l’utilisation intensive du modèle apoE−/−. De
plus, il n’existe encore que très peu de données concernant la distribution spatiale des
contraintes et déformations résiduelles chez la souris apoE−/− (Gregersen et al., 2007).

L’objectif de cette étude, menée dans le cadre de l’ANR Athebiomech (2006–2009),
était donc de caractériser la distribution spatiale et l’amplitude des contraintes et dé-
formations résiduelles dans les plaques d’athérome aortiques de souris apoE−/− afin de
déterminer s’il existe des corrélations entre les contraintes et déformations résiduelles et
les processus biologiques caractéristiques de la plaque d’athérome vulnérable dans ce mo-
dèle expérimental largement utilisé. De façon plus spécifique, il s’agissait de corréler les
contraintes pariétales chez la souris apoE−/− avec les données biologiques caractérisant
la progression de la plaque d’athérome.

2.2 Expérience et résultats expérimentaux

Dans cette partie nous décrivons le cadre expérimental mis en place pour déterminer
la répartition des contraintes pariétales dans les plaques de souris en tenant compte des
contraintes résiduelles. Après la description des méthodologies utilisées, nous présentons
les principaux résultats expérimentaux issus des caractérisations morphologiques avec les
mesures d’angle d’ouverture ou de tortuosité des lames élastiques et biologiques ayant
permis d’analyser la composition des plaques et en particulier la répartition des cellules
musculaires lisses ou des macrophages. Enfin, nous terminons cette partie par les résultats
des caractérisations des propriétés mécaniques des constituants de la plaque à partir
d’indentations par microscopie à force atomique (AFM).
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2.2.1 Matériels et méthodes

Le protocole expérimental de cette étude a été mis au point et réalisé en collaboration
avec l’équipe de L. Riou de l’unité INSERM U877.

2.2.1.1 Modèle animal

Des souris femelles âgées de 7 à 30 semaines ont été utilisées pour cette étude (Charles-
River). Le groupe contrôle est constitué de souris C57BL/6 nourries avec un régime
standard. Le groupe pathologique est constitué de souris déficientes en apolipoprotéine
E (noté apoE−/−). Ce modèle, introduit par Plump et al. (1992), est l’un des deux mo-
dèles les plus utilisés dans des études génétiques et physiologiques (Hansson, 2009; Pendse
et al., 2009). Ce modèle permet d’augmenter le taux de LDL circulantes et le développe-
ment de plaques d’athérosclérose (figure 2.1). Les animaux apoE-/- sont nourris avec un
régime hypercholestérolémique (SAFE) à partir de l’âge de 5 semaines, afin d’accélérer
le processus athéromateux. Dans le cadre de cette étude, il a été choisi d’étudier le déve-
loppement des plaques d’athérome au niveau de la petite courbure de la crosse aortique
(figure 2.2).
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Figure 2.1. Schématisation du métabolisme lipidique et des échanges entre les différents tissus. (Légende)
L’épaisseur du trait des flèches représente le niveau des échanges lipidiques. (a) Chez les souris non déficientes
en apolipoprotéines E (groupe contrôle), l’absorption des triglycérides par le foie et les tissus adipeux permet de
maintenir une cholestérolémie normale dans le sang. (b) Chez les souris déficientes en apolipoprotéines E (groupe
pathologique), le défaut d’absorption des triglycérides par le foie et les tissus adipeux conduit à l’accumulation
de lipoprotéines de très faibles densité (VLDL) et de résidus de chylomicrons dans le plasma. Cette hyper-
cholestérolémie sanguine, associée aux modifications du métabolisme périphérique induit par la déficience en
apoE conduit au développement de plaques d’athéroscléroses dans les vaisseaux sanguins et en particulier dans
les artères. [Adapté de Pendse et al. (2009)]
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2.2.1.2 Protocole expérimental

Les animaux sont euthanasiés à l’âge de 7, 15, 20, 25 ou 30 semaines (n=3-5 par groupe
et par temps), par injection intra-péritonéale d’une dose létale de pentobarbital sodique.
L’aorte est alors prélevée et immédiatement placée dans du liquide physiologique de
Krebs-Henseleit (KH) à 4°C contenant de l’EDTA (0, 026 mM). Le calcium est ainsi
chélaté afin de s’affranchir des contraintes induites par une contraction des cellules mus-
culaires lisses lors de la modélisation. La crosse aortique est délicatement nettoyée sous
binoculaire. Elle est ensuite placée dans un moule plastique contenant une solution de
gélatine (25% dans du KH à 37°C). La crosse aortique est rapidement orientée à l’aide
de pinces fines, puis le moule est refroidi à 4°C. À cette température la gélatine se soli-
difie. Le bloc contenant la crosse aortique est alors collé sur un support métallique puis
immergé dans une solution de KH à 4°C. Un anneau de 200µm d’épaisseur est obtenu à
l’aide d’un vibratome (HM650V, Microm) au niveau de la crosse aortique, préférentiel-
lement entre le tronc commun brachio-céphalique et l’artère carotide commune gauche.
L’anneau est lavé de la gélatine par trois bains consécutifs de KH à 37°C (3 × 5 min).
L’anneau est alors replacé dans une bôıte de Petri contenant du KH et positionné sous
binoculaire. Il est photographié une première fois avant d’être coupé à l’aide d’un micro-
scalpel à l’opposé de la zone où se développent les plaques d’athérome. En effet, comme
on ne peut accéder aux contraintes résiduelles qu’en les libérant, nous avons coupé une
section aortique de faible épaisseur, non fixée, en face de la plaque pour déterminer la
configuration géométrique la plus voisine possible de la configuration à contraintes nulles.
Après coupure, l’anneau se libère progressivement de ses contraintes résiduelles en s’ou-
vrant. Des études préliminaires ont permis de déterminer que l’angle d’ouverture atteint
un plateau à partir de 30 minutes environ. Pour cette raison un temps de 45 minutes
a été choisi pour étudier la géométrie d’ouverture. Une seconde photographie prise à
ce temps servira à la modélisation. Enfin une coloration des lipides au Sudan IV est
effectuée pour confirmer la présence ou l’absence de la plaque d’athérome et l’anneau
est photographié une dernière fois. La portion de la crosse aortique située directement
en aval de l’anneau est fixée à l’AFA (Alcool Formaldéhyde Acide acétique) pendant
une nuit avant d’être déshydratée et incluse en paraffine. Des coupes transversales de
3 à 4µm d’épaisseur sont ensuite réalisées au microtome, elles serviront aux marquages
histochimiques et immunohistochimiques.

2.2.1.3 Caractérisation biologique

La caractérisation biologique des plaques d’athérome aortiques a été réalisée par his-
tologie et immunohistologie sur des sections aortiques adjacentes à partir de coupes en
paraffine de 3–4µm d’épaisseur.

Colorations histologiques Les colorations histologiques suivantes ont été réalisées
au sein du service d’anatomo-pathologie du CHU de Grenoble : (1) des colorations tri-
chromes hématoxyline, erythrosine, safran (HES) pour le marquage des noyaux, du cy-
toplasme et de la fibrose, (2) des colorations de Von Gieson pour le marquage des lames
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Figure 2.2. Schéma du protocole expérimental. La crosse de l’aorte issue d’animaux apoE-/- ou contrôle est
extraite à 7, 15, 20, 15 ou 30 semaines. Un anneau de 200µm d’épaisseur, obtenu par coupe au vibratome à partir
de tissus frais, est utilisé pour appliquer la méthode de l’angle d’ouverture. La section adjacente est utilisée pour
les marquages histologiques et immuno-histochimiques.

élastiques et (3) des colorations de von Kossa pour le marquage des carbonates de calcium
(précipités calciques).

Immunohistochimie La présence et la répartition des cellules musculaires lisses, des
macrophages et des cellules endothéliales ont également été étudiées par immunohisto-
chimie. Le marquage des cellules musculaires lisses est réalisé au moyen d’un anticorps
spécifique de l’isoforme α-actine (A5691, Sigma). Les lames sont déparaffinées et réhy-
dratées puis les antigènes démasqués 15 minutes à 100°C (Unmasking Solution, Vector
Laboratories). Après 1 heure de blocage à température ambiante avec du sérum de sou-
ris 10% et de la gélatine de poisson 0.5% (FSG), l’anticorps dilué au 1 :800 dans cette
même solution de blocage est incubé 1 heure à température ambiante. Après lavage, la
réaction colorée est réalisée – l’anticorps étant directement couplé à la phosphatase al-
caline – sur 20 minutes à température ambiante avec pour chromogène du « permanent
red » (K0640, Dako). Enfin, une contre-coloration à l’hématoxyline est réalisée avant le
montage des lames en phase aqueuse. Le marquage des macrophages, par la galectine-3,
également appelée Mac-2, ainsi que celui des cellules endothéliales, par PECAM-1, ou
encore CD31, sont réalisés en parallèle. Les coupes sont déparaffinées et réhydratées puis
les peroxydases endogènes sont bloquées par une solution de peroxyde d’hydrogène à
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0.45%. L’étape de démasquage est uniquement nécessaire pour les lames dédiées au mar-
quage de CD31. Par la suite, une étape de blocage est réalisée une heure à température
ambiante, avec des solutions contenant 0.5% de FSG, 10% de sérum issu du producteur
de l’anticorps secondaire, et une solution de bloquage de l’avidine (Vector Laboratories).
Les mêmes solutions, mais contenant cette fois-ci une solution de bloquage de la bio-
tine, sont utilisées pour l’incubation des anticorps primaires anti-CD31 (SC-1506, Santa
Cruz), (1 : 3000), et anti-MAC-2 (CL8942AP, Cedarlane), (1 : 10000) pendant une nuit
à 4°C. Le lendemain, après plusieurs lavages, les solutions d’anticorps secondaires poly-
clonaux biotinylés, contenant également du FSG et du sérum, sont appliquées pendant 1
heure à température ambiante. Après lavages, le complexe avidine-biotine (ABC) couplé
à une peroxydase, est appliqué pendant 30 min. Ces deux étapes permettent une forte
amplification du signal. Après lavages, le chromogène 3,3’-diaminobenzidine (DAB) est
appliqué dans son tampon, avec du peroxyde d’hydrogène, pendant 5 min pour CD31
et 2 min pour MAC-2 ; le clivage de ce substrat par les peroxydases produit un réac-
tif coloré. Enfin, une contre-coloration à l’hématoxyline est réalisée, puis les lames sont
déshydratées avant d’être montées en phase organique.

2.2.1.4 Mesures morphologiques

Les mesures morphologiques ont été réalisées à partir des différents marquages histo-
logiques et immunohistochimiques. Les coupes tissulaires colorées ou marquées ont été
observées sur un microscope droit (Olympus BX41) pourvu d’un système d’acquisition
d’images. Le traitement des images a été réalisé avec ImageJ.

Mesures d’aires et de longueur - Des mesures de l’épaisseur de l’intima, de la media
et de l’adventice de chacun des vaisseaux ont été faites. Le périmètre des vaisseaux a été
mesuré au niveau de la limitante élastique interne, c’est à dire au niveau de la jonction
entre l’intima et la media. Des mesures d’aire de la lumière vasculaire et d’aire de la
plaque ont aussi été effectuées pour chaque coupe.

Tortuosité des lames élastiques - La mesure de la tortuosité des lames élastiques a été
réalisée sur les images issues de la coloration von Gieson, qui marque l’élastine. L’indice

*
Figure 2.3. Définition de la mesure d’une
lame élastique pour un anneau d’une souris
contrôle de 30 semaines. L’indice de tortuo-
sité est défini comme la longueur de la lame
élastique (en vert) par rapport à la courbe
moyenne (en rouge). Le symbole * indique la
lumière du vaisseau.
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(b) Angle d'ouverture(a) Coupe

*

Figure 2.4. Définition de la mesure d’angle d’ouverture. (a) Exemple d’un anneau de 200µm d’épaisseur
d’une souris apoE-/- de 25 semaines, juste avant incision. Cette dernière est faite en face de la plaque. (b) Le
même anneau ouvert, 45 minutes après l’incision et sur lequel on mesure l’angle d’ouverture. L’angle d’ouverture
considéré est celui formé entre les deux extrémités de l’anneau ouvert et l’intima au point coupé par la médiatrice
du segment reliant les deux extrémités. Le symbole * indique la lumière du vaisseau.

de tortuosité utilisé est défini comme le rapport de la courbe mesurée suivant le contour
de la lame élastique et la distance de l’arc reliant les extrémités de cette courbe ; comme
indiqué sur la figure 2.3. L’indice global est ensuite obtenu en moyennant les indices
obtenus pour toutes les lames élastiques.

Angle d’ouverture - L’angle d’ouverture a été déterminé à partir de l’image de l’anneau
ouvert, photographié 45 min après incision en face de la plaque. L’angle d’ouverture
considéré est celui formé entre les deux extrémités de l’anneau ouvert et l’intima au
point coupé par la médiatrice du segment reliant les deux extrémités (Chuong et Fung,
1986). Cette définition est illustrée figure 2.4b.

Analyse statistique - Les résultats sont présentés sous la forme moyenne ± erreur
standard de la moyenne (SEM). L’analyse statistique a été réalisée à l’aide du logiciel
Systat. Des tests de Student pour valeurs non appariées sont réalisés. Une corrélation est
considérée comme significative en deçà de P = 0.05.

2.2.1.5 Caractérisation mécanique

La caractérisation des propriétés mécaniques des constituants de la plaque d’athé-
rome et en particulier de ces 3 zones a été réalisée en microscopie de force atomique
(Nanowizard II, JPK instruments, Berlin, Allemagne). Les échantillons ont été indentés
avec des pointes sphériques en borosilicate (de diamètres 5µm et 12µm, Novascan, États
Unis) montées sur un cantilever de rigidité comprise entre 0.1N/m et 0.3N/m. Pour s’af-
franchir des effets visco-élastiques, les mesures d’indentation ont été effectuées à faible
vitesse (∼ 0.6µ/s). Après avoir repéré les zones d’intérêt (lames élastiques, espace inter-
lamellaire, cœur nécrotique, chape fibreuse), chaque site a été caractérisé par 5 courbes
force-indentation afin de limiter les risques de contamination de la pointe. Le modèle de
Hertz (1881) a été utilisé pour déterminer les modules des zones indentées.
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2.2.2 Résultats expérimentaux

Des lésions athérosclérotiques étaient visibles dans la petite courbure de l’arche aor-
tique chez tous les animaux apoE-/- entre 20, 25 et 30 semaines.

Résultats morphologiques La morphologie des plaques d’athérome aortiques de sou-
ris est différente de celle des plaques humaines, avec un développement empiétant direc-
tement dans la lumière du vaisseau (Fig. 2.7). L’aire moyenne des lésions n’évolue pas
de façon significative entre 20, 25 et 30 semaines (Tab. 2.1). Malgré la présence de ces
plaques, l’aire de la lumière de la crosse aortique des animaux apoE-/- ne diminue si-
gnificativement qu’à 30 semaines. Cette aire ne diffère pas non plus significativement de
l’aire mesurée pour les animaux du groupe contrôle. Aucune différence significative n’a
été observée entre l’aire moyenne de la lésion et l’épaisseur néo-intimale entre 20, 25 et 30
semaines (Tab. 2.1 et Fig. 2.5a). Les aires des régions riches en lipides, en fibrose cellulaire
ou hypocellulaire ne changent pas de façon significative dans le temps. L’aire des régions
riches en lipide était sensiblement plus importante que celle des régions fibrotiques (cel-
lulaires et hypo-cellulaires) à 20 semaines et que celle des régions de fibrose cellulaire à 25
semaines. Aucune différence significative entre les régions n’a été observée à 30 semaines
(Tab. 2.1). L’épaisseur de la media ne change pas en fonction de l’âge des animaux du
groupe contrôle alors qu’un épaississement significatif a été observé pour les animaux

Tableau 2.1. Paramètres morphologiques des sections d’arche aortiques des souris contrôle et apoE-/-.

Âge [semaines]

7 15 20 25 30

Composition lésion RiLp - - 53.0± 5.5 57.4± 6.7 39.2± 12.8
[% aire plaque] FbHy - - 22.6± 6.8 26.7± 8.6 46.2± 16.6

FbCe - - 24.4± 5.5 15.9± 5.0 14.6± 7.5

Aire lumière [mm2] contrôle 0.45± 0.09 0.57± 0.03 0.54± 0.16 0.55± 0.07 0.51± 0.06
apoE-/- 0.49± 0.06 0.53± 0.03 0.58± 0.09 0.49± 0.08 0.36± 0.12

Aire lésion [mm2] contrôle - - - - -
apoE-/- - - 0.084± 0.013 0.115± 0.024 0.112± 0.061

Ép. Intima [µm] contrôle - - - - -
apoE-/- - - 163.1± 30.6 180.7± 52.1 158.0± 95.4

Ép. Media [µm] contrôle 60.0± 2.1 64.4± 3.0 65.1± 4.9 67.4± 2.4 68.3± 2.0
apoE-/- 61.6± 2.3 67.0± 2.5 87.3± 12.4* 85.8± 5.0*† 78.1± 2.2*†

Ép. Adventice [µm] contrôle 16.5± 1.0 18.2± 0.3 21.4± 0.4* 22.5± 1.0* 22.2± 0.3*

apoE-/- 16.4± 1.0 25.3± 3.9* 31.7± 2.7* 33.9± 3.6*† 31.3± 2.7*†

Tortuosité des contrôle 1.32± 0.03 1.36± 0.04 1.28± 0.03 1.29± 0.03 1.31± 0.02
lames élastiques [-] apoE-/- 1.26± 0.03 1.23± 0.03 1.16± 0.06* 1.10± 0.02*† 1.05± 0.02*†

* : P<0.05 vs. 7 semaines ; † : P<0.05 vs. Contrôle. Composition de la lésion exprimée en pourcentage de l’aire
totale de plaque ; RiLp, riche en lipide ; FbHy, fibrose hypocellulaire ; FbCe, fibrose cellulaire ; Ép. :Épaisseur ;
Tortuosité des lames élastiques exprimées en rapport de longueur.
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Figure 2.5. Résultats morphologiques obtenus pour des segments d’arche aortique de souris contrôle et apoE-/-

âgées de 7 à 30 semaines. (a) Épaisseur néo-intimale, (b) épaisseur de la media, (c) épaisseur de l’adventice,
(c) tortuosité des lames élastiques.

apoE-/- entre 20, 25 et 30 semaines (Tab. 2.1 et Fig. 2.5b). L’épaisseur de l’adventice
a aussi été observée comme significativement plus importante pour les animaux apoE-/-

que pour les animaux contrôle entre 20, 25 et 30 semaines (Tab. 2.1 et Fig. 2.5c). Ceci
correspond à l’apparition des plaques au sein du groupe pathologique. L’épaississement
moyen de l’adventice observé pour les animaux apoE-/- entre 7 et 30 semaines est de
l’ordre de 130% alors qu’il n’est que de 42% pour les animaux du groupe contrôle. Il est
important de remarquer que la tortuosité des lames élastiques décrôıt significativement
pour les animaux apoE-/- entre 20, 25 et 30 semaines alors qu’elle ne varie pas de façon
significative pour les animaux du groupe contrôle (Tab. 2.1 et Fig. 2.5d).

Résultats des mesures d’angle d’ouverture La mesure des contraintes globales
contenues dans la paroi de l’aorte a été réalisée grâce à la mesure de l’angle d’ouverture
d’une section aortique non fixée de faible épaisseur. Un exemple représentatif obtenu avec
la méthode de l’angle d’ouverture est donné figure 2.4. L’ensemble des résultats obtenus
est présenté figure 2.6. L’angle d’ouverture observé après incision des anneaux augmente
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Figure 2.6. Angles d’ouverture obtenus pour des segments d’arche aortique de souris contrôle et apoE-/- âgées
de 7 à 30 semaines. (a) Illustration schématique de la méthode de l’angle d’ouverture. L’angle d’ouverture
considéré est celui formé entre les deux extrémités de l’anneau ouvert et l’intima au point coupé par la médiatrice
du segment reliant les deux extrémités. (b) Résultats des mesures d’angle d’ouverture pour les animaux contrôle
et apoE-/-.

de façon significative pour les animaux apoE-/- à 20, 25 et 30 semaines (P<0.05 vs. 7
semaines et P<0.05 vs. contrôle à 25 et 30 semaines ; figure 2.6). Cette augmentation
correspond à l’apparition des plaques. La valeur de l’angle d’ouverture a été corrélée
de façon significative avec l’épaisseur de la media et de l’adventice ainsi qu’avec l’index
de tortuosité, mais pas avec l’épaisseur néointimale des lésions athérosclérotiques (voir
les données du Tab. 2.1). Il est important de noter que les valeurs d’angle d’ouverture,
les épaisseurs néointimales, mediales et adventiales ainsi que l’aire des lésions ou leur
composition n’étaient pas significativement différentes pour les animaux apoE-/- âgés de
20, 25 et 30 semaines.

Résultats biologiques La caractérisation biologique des plaques d’athérome aortiques
a été réalisée sur des sections aortiques adjacentes par une coloration histologique tri-
chrome hématoxyline, erythrosine, safran pour la coloration des noyaux, du cytoplasme,
et de la fibrose, respectivement, ainsi que par des colorations de Von Gieson (lames
élastiques) et de von Kossa (précipités calciques). La présence et la répartition des cel-
lules musculaires lisses, des macrophages, et des cellules endothéliales ont également été
étudiées par immunohistochimie. Des exemples représentatifs des données histologiques
et immunohistochimiques d’une souris hypercholestérolémique sont donnés figure 2.7.
Une plaque développée recouvrant la totalité de la surface de la petite courbure de la
crosse aortique est observée à partir de l’âge de 20 semaines chez l’ensemble des ani-
maux étudiés. Ces plaques contiennent des cellules musculaires lisses issues de la média
qui colonisent une zone en avant de la plaque que l’on assimile à la chape fibreuse. On
observe une importante densité de macrophages au niveau des épaules de la plaque (Fig.
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Figure 2.7. Exemples représentatifs des analyses histologiques et immunohistochimiques. (a) Coloration histo-
logique trichromatique Hematoxyline, Erythrosine, Safran (HES) permettant de voir les noyaux (bleu) le cyto-
plasme (rose) et les fibres de collagène (orange) ; (b) Coloration histologique de Von Gieson permettant de voir
les lames élastiques (noir) ; (c) Marquage immunohistochimique de l’isoforme α-actine des cellules musculaires
lisses (violet) ; (d) Marquage immunohistochimique Mac-2 permettant de voir les marcrophages infiltrés (brun) ;
(e) Coloration histologique de Von Kossa des carbonates de calcium, indiquant ici l’absence de calcification des
lésions observées ; (f) Marquage immunohistochimique CD31 des cellules endothéliales, indiquant ici l’absence
de néoangiogénèse des lésions observées.

2.7d). Aucun macrophage n’a jamais été observé chez les animaux contrôle et ce quelque
soit leur âge. Quelques agrégats de macrophages ont été observés à 15 semaines dans les
premières lésions des animaux apoE-/- et n’ont pas été associés à des accumulations de
lipides extra-cellulaires ou à la migration des cellules musculaires lisses. Il n’a pas été
observé de différence significative pour les animaux apoE-/- entre 20, 25 et 30 semaines
concernant la distribution des macrophages entre les épaules, l’avant, le centre et l’ar-
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Figure 2.8. Exemple de segmentation d’une section d’arche aortique d’une souris apoE-/-. (a) Image « brute »
prise après une coupe radiale pour la détermination de l’angle d’ouverture. (b) La même image segmentée à
partir de superposition de données histologiques afin de délimiter la paroi artérielle, le cœur nécrotique, la fibrose
hypo-cellulaire et les zones riches en cellules musculaires lisses. Le symbole * indique la lumière du vaisseau.

rière de la plaque lorsque cette dernière est exprimée en pourcentage de l’aire totale des
macrophages présents dans la plaque. Toutefois, il a bien été observé la localisation pré-
férentielle des macrophages dans les épaules de la plaque. Nous n’avons pas distingué de
vrai et unique cœur nécrotique et/ou lipidique mais un ensemble de zones correspondant
à des amas de cellules spumeuses ou à des lipides extra-cellulaires. Enfin, nous n’avons
pas observé de calcification (Fig. 2.7e) ou de néo-vaisseaux témoins du processus d’an-
giogénèse dans les plaques : seules les cellules endothéliales de l’intima ou des vaisseaux
présents dans le tissu adipeux de soutien de l’artère étaient visibles (Fig. 2.7f).

Segmentation des plaques Les colorations histologiques et immunohistochimiques
nous ont notamment permis de caractériser chaque plaque d’athérome en fonction de sa
composition. Nous avons considéré dans notre étude quatre classes de constituants : la
paroi artérielle, les régions riches en lipides, les régions riches en cellules musculaires lisses
et les régions de fibrose hypo-cellulaire (cf. figure 2.8). Cette délimitation a été utilisée
pour le maillage des modèles numériques de plaques d’athérome, nécessaire à l’analyse
de reconstruction des contraintes résiduelles en utilisant la méthode des éléments finis.

Caractérisation mécanique des constituants de la plaque La caractérisation
des propriétés mécaniques des constituants de la plaque d’athérome a été réalisée en
microscopie de force atomique (AFM). Une représentation d’une indentation est donnée
par la figure 2.9. Les mesures effectuées sur la paroi artérielle ont permis de déterminer
l’épaisseur des lames élastiques 2.4±0.4 µm et l’espace inter-lamellaire 9.2±2.0 µm. Les
courbes de force-indentation ont permis de déterminer le module de Young des lames
élastiques 58.3± 6.3 kPa et de l’espace inter-lamellaire 4.2± 0.7 kPa. Les mesures effec-
tuées sur les plaques ont permis de déterminer le module de Young des zones riches en
cellules musculaires lisses comme E = 10.4 ± 5.7 kPa et celui des zones riches en lipide
comme E = 5.5± 3.5 kPa. Concernant les zones de fibrose hypo-cellulaire, la dispersion
des mesures révèle une distribution bimodale avec une valeur moyenne de 59.4 ± 47.4
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Figure 2.9. Caractérisation mécanique des constituants de la plaque par microscopie à force atomique (AFM).
(a) Indentation de la plaque d’un échantillon de tissus frais de 200µm d’épaisseur issu d’un animal apoE-/-.
(b) Courbes caractéristiques d’effort de flexion en fonction de la profondeur d’indentation obtenues lors de
l’indentation du cœur nécrotique, des cellules musculaires lisses et de la fibrose hypo-cellulaire.

kPa. Les propriétés mécaniques des constituants des plaques de souris mesurées en AFM
sont beaucoup plus faibles que celles observées chez l’homme (Lee et al., 1991; Loree
et al., 1994, 1992). Notons, avant de poursuivre, que l’adaptation de cette technique ini-
tialement utilisée sur des échantillons cellulaires ou moléculaires à des mesures tissulaires
constituait également un verrou technologique important qui a été dépassé avec succès.
Ces données ont récemment été publiées (Tracqui et al., 2011).

2.3 Modélisation des contraintes résiduelles

Depuis les observations de Bergel (1960) et les études de Chuong et Fung (1986) ou de
Vaishnav et Vossoughi (1987) ou plus récemment de Holzapfel et al. (2007), les contraintes
résiduelles ont été considérées comme une caractéristique importante des artères (Fung,
1991; Humphrey, 2003) et ont été associées à leur développement (Rodriguez et al., 1994;
Skalak et al., 1982). De façon générale, les études réalisées sur des artères saines ont
montré que les contraintes résiduelles existent dans toutes les directions, mais sont plus
prononcées dans la direction circonférentielle, ce qui tend à uniformiser la distribution
des contraintes sur l’ensemble de l’épaisseur de la paroi (Chuong et Fung, 1986; Guo
et al., 2005; Takamizawa et Hayashi, 1987; Vaishnav et Vossoughi, 1987). De plus, comme
Han et Fung (1991) ont montré que la majeure partie des contraintes résiduelles étaient
libérées par une simple coupe radiale et que les coupes suivantes ne conduisaient qu’à de
très faibles contributions, la méthode de l’angle d’ouverture s’est imposée comme mesure
de l’état de contraintes résiduelles dans les vaisseaux sanguins (Cardamone et al., 2009;
Chuong et Fung, 1986; Fung, 1991; Holzapfel et al., 2007; Ohayon et al., 2007). C’est ce
qui explique pourquoi dans la littérature scientifique relative aux contraintes résiduelles
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Figure 2.10. Schématisation de la méthode de l’angle d’ouverture au sein des anneaux artériels. Une coupe
d’un anneau artériel révèle ex-vivo la présence de contraintes résiduelles au sein des artères et l’artère change
de géométrie, le plus souvent en s’ouvrant. Pour reconstruire l’état de contraintes résiduelles présent avant
la coupe, il est nécessaire de faire l’hypothèse fondamentale que la géométrie est libre de contraintes. Cette
hypothèse permet de considérer que la configuration ϕ(B, t0) est globalement homogène. Cette hypothèse permet
de reconstruire l’état de contraintes et de déformations résiduelles, ici la configuration ϕ(B, t1) et d’estimer leur
influence physiologique comme illustré par la configuration ϕ(B, t2).

au sein des artères, le point de départ est toujours une géométrie ouverte supposée libre
de toutes contraintes (Fung, 1991; Klarbring et al., 2007; Taber et Eggers, 1996). En
partant de cette hypothèse, il est admis qu’il est possible de reconstruire l’état résiduel
par résolution d’un simple problème élastique et estimer ses effets dans l’environnement
pressurisé in-vivo (Cardamone et al., 2009; Holzapfel et Ogden, 2010b; Klarbring et al.,
2007; Olsson et al., 2006).

S’il est bien établi que les contraintes et déformations résiduelles ont un rôle important
dans la détermination des contraintes dans la paroi artérielle en conditions de pressions
physiologiques, peu d’auteurs ont publié des études de reconstruction par éléments finis
de contraintes résiduelles (Alastrué et al., 2007; Balzani et al., 2007; Ohayon et al., 2007;
Raghavan et al., 2004). C’est dans ce contexte que nous avons repris la méthode utilisée
par Ohayon et al. (2007) sur des coronaires humaines et l’avons adaptée afin d’accéder
aux distributions de contraintes et de déformations au sein des plaques de souris apoE−/−.

2.3.1 Modélisation géométrique

Le point de départ de la méthode de reconstruction des contraintes résiduelles mise
en place est une géométrie ouverte, préalablement segmentée en régions correspondant à
la nature des tissus identifiés par histologie. Ces régions ont été tessellées pour pouvoir
utiliser la méthode des éléments finis. À partir des images segmentées par les biologistes
(voir, par exemple, la figure 2.8), nous avons fabriqué un fichier de points correspon-
dant au contour avec le logiciel ImageJ (NIH, USA). Nous avons conçu un script Matlab
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Figure 2.11. Exemple de discrétisation des géométries ouvertes. (a) L’artère est décomposée en quatre zones
distinctes correspondant à la nature des tissus observés lors des études biologiques. (b) Zoom sur une portion
du maillage de la paroi artérielle et définition de l’orientation circonférentielle.

(MathWorks, Inc., Natick, MA) permettant de paramétrer la géométrie définie à partir
de la liste des points obtenus. Ce script nous a permis de lisser l’épaisseur de la paroi
artérielle et de définir les angles des segments coupés de sorte à obtenir la meilleure
continuité possible des niveaux de contraintes pour la géométrie fermée. À partir de ce
fichier de points, nous avons généré automatiquement un fichier permettant la définition
du maillage des différentes zones par le code de calcul ANSYS (Ansys, Inc., Canonsburg,
PA). Un exemple de géométrie maillée selon ce principe est donnée figure 2.11. Une atten-
tion particulière a été portée à la définition du maillage. Pour la plaque, les enjeux étaient
d’éviter d’éventuelles singularités géométriques. Les contours ont donc systématiquement
été adoucis afin d’éviter les arrêtes saillantes, souvent la cause de grande distorsion des
éléments. Concernant les parois artérielles, elles ont toutes été maillées suivant le même
principe. Nous avons défini un nombre équivalent de segments sur le contour intérieur
et sur le contour extérieur. Pour chaque couple de segments intérieur/extérieur, nous
avons lié les nœuds de ces segments par des segments radiaux et défini une discrétisa-
tion constante sur l’épaisseur. Des calculs préliminaires ont permis de déterminer que 5
éléments sur l’épaisseur étaient un bon compromis pour définir la géométrie des parois
artérielles. Toutes les géométries des parois artérielles présentées dans ce qui suit ont
été maillées avec cinq couches d’éléments quadrangles sur l’épaisseur. Cet effort dans la
définition d’un maillage régulier a été effectué afin de définir pour chaque élément de la
paroi artérielle la direction circonférentielle EΘ, comme indiqué sur la figure 2.11b. Cette
définition est directement utilisée pour calculer les contributions anisotropes du modèle
de comportement présenté ci-après.

2.3.2 Modèles de comportement

En suivant les principes classiques de modélisation, nous avons associé à chaque élé-
ment un modèle de comportement mécanique. Ainsi, dans les études menées, nous avons
deux niveaux de modélisation : (1) les modèles linéaires de comportement mécanique des
constituants de la plaque, dont les propriétés rhéologiques ont été caractérisées par AFM
et déjà implémentés sur le code de calcul ANSYS, et (2) le modèle de comportement ani-
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sotrope non-linéaire de la paroi aortique de souris pour lequel nous avons dû déterminer
un set de constantes rhéologiques et que nous avons dû implémenter sur ANSYS.

2.3.2.1 Modèle de comportement des constituants de la plaque

En accord avec les mesures effectuées par indentation AFM au cours de cette étude, le
modèle de comportement des cellules musculaires lisses ayant migré dans l’intima, comme
celui du cœur nécrotique ou de la fibrose hypocellulaire est de type linéaire isotrope. Par
conséquent, le comportement de ces trois types de composants a été modélisé par une loi
de comportement isotrope linéaire incompressible de type Néo-Hookéen (Mooney, 1940;
Rivlin, 1948a). La densité de cette fonction d’énergie de déformation s’écrit

ψ =
µ

2
(I1 − 3)− p (J − 1) (2.1)

avec µ = E/6 le module de cisaillement, en Pascal, directement proportionnel au module
de Young E pour le cas incompressible et p le multiplicateur de Lagrange permettant
d’assurer la condition d’incompressibilité. Nous avons utilisé pour nos simulations les
modules de Young donnés dans la tableau 2.2 et qui sont directement issus des caracté-
risations AFM réalisées lors de cette étude (Tracqui et al., 2011).

Tableau 2.2. Modules de Young des constituants de la plaque.

Module de Young
Cellules musculaires lisses 10.4 kPa
Cœur nécrotique 5.5 kPa
Fibrose hypocellulaire 59.4 kPa

2.3.2.2 Modèle de comportement de la paroi artérielle

En accord avec les données histologiques issues de cette étude, nous avons considéré
une paroi artérielle idéalisée constituée de six lames élastiques entre lesquelles se trouvent
les cellules musculaires lisses, ici appelé l’espace intra-lamina. Comme résultat direct des
observations histologiques, nous avons trouvé que le rayon externe moyen des artères
de souris saine est approximativement Re = 445µm, que l’épaisseur moyenne de la pa-
roi artérielle est approximativement ea = 100µm et que l’épaisseur moyenne des lames
élastiques est approximativement eel = 3.18µm. Par conséquent, l’espace intra-lamina
moyen, noté eil sur la figure 2.12, est approximativement de 12.8µm. D’autre part, les
essais d’indentation réalisés lors de cette étude ont conduit à la détermination des mo-
dules de Young des lames élastiques et de l’espace intra-lamina, à savoir respectivement
Eel = 58.3 kPa and Eil = 4.2 kPa. Il apparâıt alors immédiatement que le module de
Young radial est environ dix fois inférieur au module de Young circonférenciel ou longi-
tudinal. Ceci met évidemment en exergue le caractère fortement anisotrope de la paroi
artérielle. Mais si les essais d’indentation AFM permettent de caractériser la structure
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Figure 2.12. Structure idéalisée de la paroi artérielle.

anisotrope des tissus (Cox et al., 2008, 2006), cette caractérisation reste toutefois limitée
à de faibles niveaux de déformations (Butt et al., 2005; Lin et al., 2006; Menč́ık, 2007).
C’est ce qui a une fois de plus été confirmé par Giannakopoulos et Triantafyllou (2007)
qui ont montré que la prise en compte des non-linéarités géométriques ne permet pas d’ac-
céder aux non-linéarités matérielles, mais qu’elles conduisent seulement à une estimation
plus importante du module de Young (par rapport à une théorie linéarisée). Notez que
cela rejoint les conclusions de Na et al. (2004) sur la caractérisation du comportement
des cellules et la nécessité d’effectuer des essais complémentaires pour caractériser les
contributions non-linéaires. Or, depuis les travaux de Roy (1881), il est bien accepté que
la paroi artérielle a un comportement certes anisotrope mais aussi non-linéaire (Fung,
1981; Holzapfel et al., 2000; Humphrey, 2002; Kalita et Schaefer, 2008).

Pré-sélection d’un modèle de comportement Si de nombreux modèles per-
mettent de décrire le comportement élastique anisotrope non-linéaire des parois arté-
rielles, les modèles les plus avancés sont probablement ceux de Holzapfel et al. (2000,
2005b). Ce dernier modèle, à deux familles de fibres incluant une non-linéarité iso-
trope, s’est révélé instable lors du processus d’identification à partir d’essais d’inflation-
extension et nous n’avons pu obtenir un set raisonnable de paramètres rhéologiques. Par
conséquent, pour décrire le comportement des artères de souris, nous avons fait un choix
entre le modèle à deux familles de fibres de Holzapfel et al. (2000) et son extension à
quatre familles de fibres par Baek et al. (2007) qui a déjà été utilisée pour décrire le
comportement des parois artérielles de carotides de souris saines (Gleason et al., 2008).
La densité de la fonction d’énergie de déformation proposée par Baek et al. (2007) s’écrit

ψ =
µ

2

(
Ī1 − 3

)
+

4∑

α=1

k1α
2 k2α

(

exp
[

k2α
(
Ī4α − 1

)2
]

− 1
)

+
κ

2
(J − 1)2 (2.2)

et est définie par unité de volume de la configuration à énergie nulle que nous noterons B0.
Dans cette fonction d’énergie, J = detF est le Jacobien de la transformation, Ī1 = tr b̄
le premier invariant du tenseur unimodulaire de Cauchy-Green gauche b̄ = J− 2

3 F FT
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Figure 2.13. Illustration de l’orientation des quatre familles de fibres du modèle de comportement de paroi
artérielle de Baek et al. (2007). Le modèle de Holzapfel et al. (2000) se limite aux deux familles de fibres croisées
(f3 et f4).

et les quatre invariants Ī4α = tr āα sont définis à partir de quatre tenseurs structuraux
unimodulaires āα = J−2/3 F(fα)⊗ F(fα) (α = 1, 2, 3, 4) dans chacun desquels le vecteur
matériel unitaire fα (α = 1, 2, 3, 4) décrit la direction de la fibre α. Dans le modèle
de Baek et al. (2007), les directions des quatre familles de fibres sont respectivement
circonférentielles, longitudinales et croisées ; formellement :

f 1 = EΘ (2.3a)

f 2 = EZ (2.3b)

f 3 = cos β3 EΘ + sin β3 EZ (2.3c)

f 4 = cos β3 EΘ − sin β3 EZ (2.3d)

oùEΘ et EZ sont des vecteurs matériels unitaires indiquant respectivement les directions
circonférentielles et axiales. Ces directions sont indiquées sur la figure 2.13. Dans le
modèle de Holzapfel et al. (2000), seules les deux familles de fibres croisées (α = 3, 4)
sont considérées. Pour ces deux modèles, nous avons défini le module de compressibilité
à partir de la relation

κ =
2µ

1− 2ν
(2.4)

impliquant le coefficient de Poisson, pris dans notre cas égal à ν = 0.499. Dès lors, l’uti-
lisation du modèle de comportement de Baek et al. (2007) passe par la détermination de
huit paramètres rhéologiques µ, k11, k21 (fibres circonférentielles), k12, k22 (fibres longitu-
dinales), k13 = k14, k23 = k24 et β3 (fibres croisées) où les k1α et k2α sont respectivement
en Pascal et sans unité. L’identification du modèle de Holzapfel et al. (2000) ne requiert
que la détermination de quatre paramètres rhéologiques µ, k13 = k14, k23 = k24 et β3.

Identification des paramètres rhéologiques Pour déterminer les paramètres rhéo-
logiques des modèles de Holzapfel et al. (2000) et Baek et al. (2007), nous avons utilisé les
données expérimentales de Wagenseil et al. (2005) obtenues à partir d’essais d’inflation-
extension effectués sur des aortes thoraciques sur le même type de souris saines que celui
utilisé pour notre étude. Nous avons de plus exploité leurs mesures d’angle d’ouverture
effectuées après chaque essai (α = 130 deg). Pour identifier un set de paramètres rhéo-
logiques, nous avons intégré dans une procédure d’optimisation le problème standard de
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fermeture, d’inflation et d’extension d’une artère idéalisée (Holzapfel et al., 2000; Holzap-
fel et Ogden, 2010b; Humphrey, 2002). La version purement incompressible du modèle
de comportement (2.2) a été utilisée.

Problème direct élastique Considérons les coordonnées cylindriques initiales et dé-
formées, respectivement notées (R,Θ,Z) et (r, θ, z). La configuration initiale de l’artère,
supposée libre de contraintes, est paramétrée par sa longueur L, ses rayons internes et
externes Ri et Re et son secteur angulaire 2(π − α) où α est l’angle d’ouverture. La ci-
nématique du problème de fermeture, d’inflation et d’extension d’un cylindre est décrite
par la transformation irotationnelle (Humphrey, 2002) :

r = χ(R), θ =

(
π

π − α

)

Θ = k Θ, z = λ Z (2.5)

où χ(R) est une fonction inconnue, k une constante explicitement liée à l’angle d’ouver-
ture α et λ le facteur d’extension axiale, supposé constant. La région occupée par l’artère
dans la configuration déformée est paramétrée par ses rayons internes et externes ri et
re et par sa longueur l = λ L. Le gradient de la transformation est défini comme la 1-
forme linéaire tangente à la fonction de mouvement F = dϕ, de composantes naturelles
F i
.I = diag (∂R χ (R) ; k;λ). En faisant l’hypothèse d’un mouvement parfaitement iso-

chore, nous devons considérer la contrainte d’incompressibilité J = detF = 1 conduisant
à une solution générale pour la fonction χ(R) de la forme

χ(R) =

√

R2 −R2
i

k λ
+ r2i (2.6)

avec ri le rayon intérieur déformé inconnu. En négligeant à la fois les effets inertiels
ou de potentielles forces volumiques dans le bilan de quantité de mouvement linéaire, la
condition d’équilibre statique est simplement définie par

∫

B0
Div P dV0 = 0. En exploitant

le caractère axi-symétrique de la cinématique et l’extension homogène, les composantes
de la divergence du premier tenseur des contraintes de Piola-Kirshhoff sont données par

∂p(R)

∂R
=

R

kλr

(

∂P̂ .R
r

∂R
+

1

R
P̂ .R
r − k

r
P̂ .Θ
θ

)

(2.7)

où P̂ = ∂Fψ est la partie déviatrice et p ≡ p(R) un multiplicateur de Lagrange permet-
tant d’assurer la contrainte d’incompressibilité. En prenant en compte cette décomposi-
tion, un rapide jeu d’écriture conduit à exprimer la condition d’équilibre sous la forme
d’une équation différentielle associée au multiplicateur de Lagrange

∂p(R)

∂R
= µ

[

2R

(kλr)2
− 1

r

(
R

kλr

)3
]

− k

λR

{
µ+ 2k11(I41 − 1) exp

[
k21 (I41 − 1)2

]

+4k13 (I43 − 1) (cos β3)
2 exp

[
k23 (I43 − 1)2

]}
. (2.8)
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avec les invariants définis par

I41 =

(
kr

R

)2

, I43 =

(
kr

R
cos β3

)2

+ (λ sin β3)
2 . (2.9)

Nous considérons dans notre problème que le cylindre fermé est soumis à une pression
intérieure Pint et a une surface radiale extérieure libre. Ces deux conditions aux limites
s’écrivent simplement

P .R
r (Ri) = −Pint F

−R
.r (Ri), (2.10a)

P .R
r (Re) = 0. (2.10b)

Notez que comme nous considérons un rapport d’extension axial constant, les conditions
aux limites axiales reviennent à considérer l’intégration des contraintes axiales sur une
section de normale ∂Z . Mais cet effort ne correspond pas à celui réellement mesuré lors
des essais in vitro d’inflation-extension. En effet, dans la plupart des dispositifs expé-
rimentaux, la force mesurée intègre une contribution axiale de la pression du fluide à
l’intérieure de l’échantillon d’artère testé. Cet effort axial est couramment appelé l’effort
axial réduit (Holzapfel et al., 2000; Humphrey, 2002), défini par

F̄ = 2π

(∫ Ri

Re

P .Z
z ξ dξ

)

− π r2i Pint. (2.11)

avec les composantes axiales du tenseur des contraintes de Piola-Kirshhoff

P .Z
z = −p

λ
+ λ

(

µ+ 2k12
(
λ2 − 1

)
exp

[

k22
(
λ2 − 1

)2
]

+4k13 (I43 − 1) (sin β3)
2 exp

[
k23 (I43 − 1)2

])
. (2.12)

Le problème considéré est donc constitué d’une équation différentielle (2.8), de deux
conditions aux limites (2.10a) et (2.10b) et de deux inconnues : le rayon intérieur déformé
ri et une constante d’intégration associée au multiplicateur de Lagrange. Cette constante
peut être déterminée facilement à partir de la condition de surface libre extérieure du
cylindre fermé, donnée par la condition (2.10b) ; explicitement

p0 = µ

(
Re

kλre

)2

−
∫ Re

Ri

∂p(ξ)

∂ξ
dξ (2.13)

avec r2e = (R2
e − R2

i )/kλ + r2i le rayon extérieur déformé. La détermination du rayon
intérieur déformé ri passe par la résolution de la condition à la limite radiale intérieure
donnée par l’équation (2.10a). Dûe à la forme du multiplicateur de Lagrange, cette équa-
tion est fortement non-linéaire en ri et il n’existe pas, à notre connaissance, de solution
exacte à ce problème. Pour résoudre cette équation, nous avons considéré le résidu suivant

R(ri) =

∫ Re

Ri

∂p(ξ)

∂ξ
dξ + Pint − µ

[(
Re

kλre

)2

−
(
Ri

kλri

)2
]

.
= 0. (2.14)
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et utilisé un schéma itératif de Newton

rn+1
i = rni +∆ri, ∆ri = − Rn

DRn
(2.15)

avec DRn = ∂Rn(ri)/∂ri la jacobienne de l’équation des conditions aux limites, explici-
tement dérivée du résidu et égale à

DRn =
µ

(kλ)2

[
2R2

eri
r4e

− R2
i

r3i
+
kλr3i −R2

i ri
r4e

− kλ

ri

]

−
∫ Re

Ri

{
4k11

(
1 + 2k21(I41 − 1)2

)
exp

[
k21 (I41 − 1)2

]

+8k13(cos β3)
4
(
1 + 2k23(I43 − 1)2

)
exp

[
k23 (I43 − 1)2

]} k3ri
λξ3

dξ. (2.16)

Nous avons implémenté cet algorithme avec Matlab (MathWorks, Inc., Natick, MA). Les
intégrations numériques ont été effectuées en utilisant la méthode des trapèzes via la
fonction Matlab trapz. La valeur initiale du rayon intérieur déformé a été définie comme
égale à celle du rayon intérieur non déformé et le critère de convergence a été fixé à 10−10.
Le rayon extérieur déformé et l’effort axial réduit ont été calculé en post-processing.

Procédure d’optimisation Pour déterminer les constantes rhéologiques des deux mo-
dèles de comportement choisis, nous avons formulé un problème de minimisation à partir
des m = 24 mesures de Wagenseil et al. (2005) correspondant à 8 niveaux de pression
de 0 à 175 mmHg, par pas de 25mmHg, et 3 niveaux d’extension λ = [1; 1.1; 1.3]. Pour

chaque niveau de pression intérieure P
(i)
int , ces mesures sont données en terme de rayon

extérieur déformé r
(i)
e et d’effort axial réduit F̄ (i) (i = 1 . . .m). Contrairement aux pro-

cédures d’optimisation couramment utilisées en mécanique artérielle (Holzapfel et al.,
2000; St̊alhand et Klarbring, 2006) et basées sur le calcul explicite de la pression inté-
rieure et de l’effort axial réduit à partir du rayon extérieur déformé, nous avons formulé
une procédure complètement implicite et avons défini la fonction objectif comme

I (q) =
n∑

i=1

(

re(q, P
(i)
int , λ

(i))− r
(i)
e

r
(i)
e

)2

+ ǫ
n∑

i=1

(

F̄ (q, P
(i)
int , λ

(i))− F̄ (i)

maxF̄ (i)

)2

(2.17)

où q = [µ, k11, k21, k12, k22, k13, k23, β3] est le vecteur des paramètres rhéologiques du mo-
dèle de Baek et al. (2007), limité au vecteur q = [µ, k13, k23, β3] pour le modèle de
Holzapfel et al. (2000) et où ǫ > 0 est un facteur de pondération. Suivant les principes
fondamentaux de formulation des fonctions d’énergie de déformation (Holzapfel, 2000),
nous avons contraint la positivité des paramètres µ > 0, k1α > 0, k2α > 0 et avons
logiquement restreint le domaine de l’angle des fibres croisées à 0 < β3 < 90 deg. Ce pro-
blème a été résolu en utilisant un algorithme de programmation quadratique séquentielle
par l’intermédiaire de la fonction Matlab fmincon. Le critère de convergence a été fixé
à 10−10. Pour apporter plus de robustesse au processus d’optimisation, nous avons mis
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Tableau 2.3. Résultats de l’identification des paramètres rhéologiques des parois artérielles d’aortes de souris.
(a) modèle de Baek et al. (2007) ; (b) modèle de Holzapfel et al. (2000) ; (c) modèle de Baek et al. (2007) sans
prendre en compte l’effort axial (ǫ = 0).

Cas NbIter I [-] µ [kPa] k11 [kPa] k21 [-] k12 [kPa] k22 [-] k13 [kPa] k23 [-] β3 [°]

a 914 0.1948 44.038 0.000 - 0.0004 15.000 32.213 0.857 48.33
b 143 0.1949 44.854 / / / / 32.152 0.851 48.47
c 267 11.6038† 75.530 6.250 0.137 12.515 0.029 0.038 1.439 58.60

NbIter : nombre d’itérations du processus d’optimisation. † Erreur calculée a posteriori.

en place une méthode séquentielle en 7 étapes correspondant chacune à une valeur du
facteur de pondération. Le facteur de pondération à été multiplié par 10 entre 2 étapes
et le set de paramètres rhéologiques solution de l’étape précédente a été utilisé comme
point de départ. Nous avons commencé ce processus avec un facteur de pondération de
ǫ1 = 10−6 et l’avons terminé avec ǫ = 1. Comme vecteur initial de la première étape
pour le modèle de comportement de Baek et al. (2007), nous avons considéré le set de
Gleason et al. (2008) obtenu sur des carotides de souris, restreint aux seules contributions
des fibres croisées pour le modèle de Holzapfel et al. (2000). Nous avons ensuite généré
des points de départs de façon aléatoire et ceux qui ne se sont pas révélés singuliers ont
tous conduit au même set de paramètres rhéologiques. Ces derniers sont donnés dans le
tableau 2.3.

Remarque 2.1. (Prise en compte des efforts axiaux) Lors des premiers développements
de cette étude, nous avions utilisé la procédure d’optimisation proposée par St̊alhand
et Klarbring (2006) et utilisé leur valeur du facteur d’un facteur de pénalité revenant à
négliger les efforts axiaux. Nous avions obtenus le set de données correspondant au cas
c du tableau 2.3 et avions conduit toute notre étude avec ce résultat. Ce n’est que plus
tard que nous avons développé la procédure d’optimisation que nous venons de présenter.
C’est donc dans ce « nouveau » contexte que sont présentés les résultats suivants.

Choix d’un modèle de comportement Comme on peut le constater à la lecture des
résultats donnés dans le tableau 2.3, l’erreur obtenue avec set de paramètres rhéologiques
du modèle à quatre familles de fibres de Baek et al. (2007) est très légèrement inférieure
à celle obtenue avec le set du modèle de Holzapfel et al. (2000). Notons de plus que, pour
ce set, la contribution de la famille de fibres circonférentielles est nulle et que celle de la
famille de fibre axiale est quasiment négligeable. Ce léger déséquilibre se ressent lorsque
nous restreignons le modèle à deux familles de fibres. Malgré tout, lorsque nous abordons
la question des apports en terme de description du modèle à quatre familles de fibres,
la réponse n’est pas des plus évidente. Le premier argument pourrait être le fait qu’il
faille près de six fois plus d’itérations que le modèle à deux familles pour caractériser le
modèle à quatre familles de fibres. Ce coût machine ne se ressent pas considérablement
au niveau de la fonction objectif puisque les erreurs obtenues sont du même ordre de
grandeur avec les deux modèles. Par ailleurs, nous pensions qu’il existait une famille de
solution équivalentes pour le modèle de Baek et al. (2007) mais le tirage aléatoire des
points initiaux n’a révélé qu’un seul puits solution. En conclusion, malgré les bonnes
aptitudes du modèle de Baek et al. (2007) pour décrire le comportement de carotides
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Figure 2.14. Comparaison des données expérimentales de Wagenseil et al. (2005) (• : λ = 1.0 ; ◦ : λ = 1.1 ;
⋄ : λ = 1.3) et de Carta et al. (2009) (N : λ = 1.0) avec notre prédiction issue du problème d’identification du
comportement de la paroi artérielle de souris saines. (a) Évolution du rayon extérieur en fonction de la pression
intérieure appliquée et (b) Évolution de l’effort axial réduit.

de souris (Gleason et al., 2008; Zeinali-Davarani et al., 2009) ou d’artères basilaires
de lapins (Zeinali-Davarani et al., 2009), son grand nombre de paramètres rhéologiques
constitue une difficulté évidente de caractérisation par rapport au modèle à deux familles
de fibres. Ainsi, avec une volonté certaine de simplification de la modélisation, nous
avons choisi le modèle de Holzapfel et al. (2000) pour décrire le comportement des parois
artérielles d’aortes de souris. Le set de données rhéologiques choisi correspond au cas
grisé et noté b dans le tableau 2.3. Une comparaison de cette solution du problème
d’identification du comportement de la paroi artérielle avec les données expérimentales
de Wagenseil et al. (2005) et de Carta et al. (2009) pour le cas sans élongation (λ = 1) est
proposée figure 2.14. Sur ces comparaisons, nous observons une bonne adéquation entre
les données expérimentales pression-rayon de Wagenseil et al. (2005) ou de Carta et al.
(2009) et les courbes simulées (Fig. 2.14a). Concernant l’effort axial réduit, le modèle de
comportement montre une assez bonne adéquation avec les données de Wagenseil et al.
(2005) particulièrement dans l’intervalle des pressions physiologiques observées chez la
souris, comprises entre 11.1 et 14.5kPa (Custodis et al., 2008).

Implémentation & validation Comme la loi hyperélastique anisotrope proposée
par Holzapfel et al. (2000) n’est pas implémentée dans le code de calcul ANSYS 11 (An-
sys, Canonsburg, PA), nous avons procédé à son implémentation par l’intermédiaire de
la routine écrite en fortran moderne usermat3d(). Lors de cette implémentation, nous
avons porté une attention particulière à la définition d’un opérateur tangent consistant
permettant d’assurer une convergence raisonnable de nos calculs. Le choix rationnel que
nous avons fait a été d’utiliser l’expression de l’opérateur tangent de Jaumann, correspon-
dant à la formulation co-rotationnelle de la dérivée de Lie du tenseur des contraintes de
Kirshhoff (Simo et Hughes, 2000; Simo et Marsden, 1984). Cette formulation correspond
à la dérivée de Lie du tenseur de Kirshhoff exprimé dans le repère spatial, augmentée de
termes convectifs puis exprimée dans le co-repère avant rotation déterminé à partir de la
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Figure 2.15. Comparaison des solutions analytiques et simulées à partir de l’implémentation de la loi de
comportement de Holzapfel et al. (2000) pour un cylindre soumis à une pression interne et sous l’hypothèse de
déformations planes. La géométrie initiale du cylindre est définie par son rayon extérieur Re = 1mm et son rayon
intérieur (a) Ri = 0.8mm et (b) Ri = 0.9. Chaque comparaison est présentée par le couple (ri, r2), identifiable
dans le cas analytique par un trait mixte et un trait plein et dans le cas numérique par (◦,•).

décomposition polaire. Les expressions du tenseur des contraintes de Cauchy et de l’opé-
rateur tangent dérivées des modèles de comportement de Holzapfel et al. (2000), Baek
et al. (2007) et Holzapfel et al. (2005b), ainsi que les détails de cette implémentation
sont donnés en annexe A.

Après avoir procédé à cette implémentation, nous l’avons validée en comparant des
simulations d’un cylindre soumis à une pression intérieure et sous l’hypothèse de défor-
mations planes avec la solution analytique du même problème. Nous présentons figure
2.15 un cas avec 500 éléments répartis sur cinq couches selon l’épaisseur du cylindre.
Comme on peut le voir aisément sur la figure 2.15, l’adéquation entre la solution analy-
tique et la solution obtenue par simulation en utilisant la méthode des éléments finis est
de relativement bonne qualité. Il est aussi intéressant de remarquer que l’emploi d’une
version quasi-incompressible de la loi de comportement de Holzapfel et al. (2000) permet
d’obtenir des résultats équivalents à ceux obtenus avec la version purement incompres-
sible utilisée pour le calcul de la solution analytique. Par ailleurs, lors de ces simulations
numériques, nous avons considéré différents maillages et avons remarqué qu’à partir de
cinq couches d’éléments linéaires à quatre nœuds avec une formulation dite B̄ (Simo
et Hughes, 2000, ch.4), les résultats étaient tous superposés. Nous avons donc validé
notre implémentation de la loi de comportement de Holzapfel et al. (2000) permettant
de décrire le comportement anisotrope et non-linéaire des parois artérielles d’aortes de
souris.

2.3.3 Stratégies numériques

Pour reconstituer les états de contraintes et de déformations résiduelles, nous avons
utilisé la méthode proposée par Ohayon et al. (2007) sur des artères athérosclérotiques
humaines. Cette méthode classique de reconstruction par éléments finis de contraintes
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NN

plan d’appariement

Figure 2.16. Illustration de la stratégie numérique d’appariement des nœuds utilisée pour reconstituer les états
de contraintes et de déformations résiduels.

résiduelles consiste simplement à ré-associer les segments correspondant à la coupe effec-
tuée sur l’anneau (Alastrué et al., 2007; Balzani et al., 2007; Raghavan et al., 2004). Pour
pouvoir appairer les deux segments, nous avons considéré le même nombre de nœuds sur
chacun d’eux. Dès lors, l’idée est d’appairer les nœuds, comme indiqué sur la figure 2.16.
Pour ce faire, nous avons réalisé des simulations en imposant le déplacement des nœuds
des segments coupés de telle sorte qu’ils se rejoignent sur un plan médian que nous appe-
lons plan d’appariement. Nous avons imposé les déplacements horizontaux vers le plan
d’appariement avec des conditions aux limites de type Dirichlet et couplé le déplacement
vertical de nœuds en utilisant la méthode de contrainte en lagrangien perturbé (Zien-
kiewicz et al., 2005, §3.11) implémentée dans ANSYS. À la différence de Ohayon et al.
(2007), nous avons dès le départ contraint le déplacement vertical des nœuds à appairer
pour que les nœuds puissent ainsi se rejoindre. Cette contrainte a apporté beaucoup de
robustesse à nos simulations de fermeture mais en contre partie nous avons eu plus de
problèmes de discontinuité des champs de contraintes et de déformations. Aussi, pour
respecter la nécessaire continuité des contraintes et déformations résiduelles, nous avons
dû réaliser de légères modifications sur la géométrie ouverte. La méthode que nous avons
mis au point et qui manifestement à conduit à des résultats cohérents consiste à modifier
très légèrement l’orientation de ces segments, définie par les biologistes, de telle sorte que
nous ayons la continuité voulue. Pour réaliser ce processus itératif, nous avons mis au
point un maillage générique et paramétrable adapté à chacun des cas. La boucle de rétro-
action étant effectuée manuellement, par dichotomie, en fonction des résultats obtenus.
En moyenne, nous avons effectué une dizaine de modifications pour obtenir les résultats
présentés. Enfin et sur un plan purement numérique, la méthode de fermeture mise en
place ne pose pas problème particulier et la vitesse de convergence est raisonnable.

Validation du code de fermeture Nous avons implémenté sur ANSYS cette straté-
gie de fermeture. Pour la valider et surtout estimer l’erreur commise, nous avons comparé
les résultats numériques avec la solution analytique du problème de fermeture d’un sec-
teur cylindrique présenté dans la section précédente. Pour ce faire, nous avons considéré
une géométrie d’artère idéalisée correspondant aux artères du groupe contrôle avec un
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Figure 2.17. Comparaison des solutions analytiques et simulées de fermeture et de pressurisation d’un secteur
cylindrique correspondant à une vision idéalisée des anneaux du groupe contrôle d’angle d’ouverture moyen me-
suré expérimentalement de 110 deg. La géométrie fermée est un cylindre de rayon extérieur 445µm et d’épaisseur
100µm. Nous avons considéré pour ces comparaisons le comportement d’un secteur de paroi artérielle des souris
étudiées avec la loi de comportement de Holzapfel et al. (2000) et appliqué une pression interne après fermeture,
le tout sous l’hypothèse de déformations planes.

angle d’ouverture de 110 deg et une géométrie fermée de rayon extérieur 445µm et d’épais-
seur 100µm. Pour le problème quasi-analytique comme pour le problème numérique, nous
avons considéré un secteur de paroi artérielle modélisé avec la loi de comportement de
Holzapfel et al. (2000) et les propriétés rhéologiques identifiées. Pour la solution analy-
tique, nous avons utilisé la version purement incompressible de la loi de comportement
alors que pour la solution numérique nous avons utilisé la quasi-incompressible. Là aussi,
pour les simulations numériques sous l’hypothèse de déformations planes, nous avons
considéré différents maillages et avons remarqué qu’à partir de cinq couches d’éléments
linéaires à 4 nœuds et avec une formulation B̄, les résultats étaient quasiment iden-
tiques. Nous présentons figure 2.17 un cas avec 600 éléments répartis sur cinq couches
selon l’épaisseur du cylindre. Comme on peut le voir la figure 2.17, l’adéquation entre
la solution analytique et la solution obtenue par simulation en utilisant la méthode des
éléments finis est de très bonne qualité, à la fois en ce qui concerne la reconstruction
de l’état résiduel (points à pression nulle) et lorsque le niveau de pression augmente. En
particulier, pour des niveaux de pression élevés, la géométrie obtenue avec la solution
numérique diffère de moins de 1.5% par rapport à celle obtenue avec la solution analy-
tique. Cette superposition des solutions se retrouve évidemment au niveau des niveaux
de contraintes estimés, tant après fermeture, c’est à dire à pression nulle et que nous
avons appelé l’état résiduel sur la figure 2.18 qu’à un niveau de pression correspondant
à la pression sanguine systolique observée chez la souris (Custodis et al., 2008). En effet,
hormis un très faible artefact au niveau des contraintes radiales sur le rayon externe (Fig.
2.18a), les niveaux de contraintes tangentielles ou axiales sont quasiment identiques (Fig.
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Figure 2.18. Comparaison des états résiduels et systoliques estimés avec une pression interne de 14.5kPa
analogue à la pression systolique (Custodis et al., 2008), à partir de la solution analytique (trait plein) et simulée
par éléments finis (•) à la suite de la fermeture d’un secteur cylindrique ayant un angle d’ouverture initial de
2α = 90deg et de rayons internes et externes de Ri = 0.9mm et Re = 1mm. État résiduel à pression intérieure
nulle (a) de contraintes radiales, (b) de contraintes tangentielles, (c) de contraintes axiales. État systolique (d)
de contraintes radiales, (e) de contraintes tangentielles, (f) de contraintes axiales. Nous avons considéré pour ces
comparaisons le comportement d’un secteur de paroi artérielle des souris étudiées avec la loi de comportement
de Baek et al. (2007).

2.18b et c). Par conséquent, il est normal d’obtenir avec ces simulations une très bonne
estimation des contraintes équivalentes de Von Mises à l’état résiduel. De même, l’ana-
lyse des résultats à l’état systolique, avec une pression sanguine de 14.5kPa (Custodis
et al., 2008), révèle là encore une très bonne adéquation entre les niveaux de contraintes
radiales (Fig. 2.18d), tangentielles (Fig. 2.18e) ou axiales (Fig. 2.18f). Cette superposi-
tion des solutions se répercute immédiatement au niveau de l’estimation des contraintes
équivalentes de Von Mises en conditions physiologiques avec une erreur commise infé-
rieure à 2%. Par conséquent, le modèle numérique de fermeture peut être un très bon
estimateur de l’impact des contraintes résiduelles, que ce soit en terme de localisation ou
en terme d’amplitude. Notons enfin que ce constat montre clairement que l’utilisation
d’une version quasi-incompressible de la loi de comportement de Holzapfel et al. (2000)
permet raisonnablement d’accéder aux états de contraintes et de déformations résiduels
et physiologiques. Nous avons donc validé notre méthode numérique de fermeture.

Stratégies de fermeture du groupe pathologique La stratégie juste présentée
fonctionne très bien pour refermer des géométries que nous qualifierons de « non-
inversées ». Les étapes de fermeture de cette stratégie, notée A sont illustrées sur la
figure 2.19. Le principe de rapprocher les nœuds des segments coupés est mis en place



122 2 Étude expérimentale des contraintes résiduelles au sein des plaques de souris

Stratégie A Stratégie B

500µm

Figure 2.19. Stratégies de fermeture utilisées pour le groupe de souris pathologiques. Ces stratégie ont comme
point de départ la géométrie ouverte, maillée de façon régulière et ont pour objectif d’obtenir la géométrie fermée
correspondant à celle observée avant la coupe radiale effectuée pour libérer les contraintes résiduelles. Stratégie
A Les nœuds des segments coupés sont rapprochés, pilotés par un déplacement horizontal imposé vers le plan
d’appariement (non représenté ici). Le déplacement vertical des nœuds des deux segments correspondants est
couplé en utilisant une méthode de contrainte en lagrangien perturbé. Cette stratégie est illustrée par le cas
p-wk25-s1. Stratégie B La première étape consiste à étirer l’anneau puis à imposer une pression sur la surface
interne pour passer le point de flambement, suite à quoi cette pression est retirée. La suite de la fermeture est
équivalent à la stratégie A. Cette stratégie est illustrée par le cas p-wk25-s2. Dans les deux cas, la couleur des
éléments représente les constituants : la paroi artérielle (�), le cœur nécrotique (�), la fibrose hypocellulaire (�)
et les cellules musculaires lisses (�).
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simplement et on obtient (assez) facilement la géométrie fermée. Par contre, pour re-
fermer les anneaux inversés, nous avons dû développer une seconde stratégie, notée B.
En effet, pour contrer leur caractère inversé, il faut dans un premier temps passer le
point de flambement. Pour ce faire, on a étiré l’anneau avant de lui imposer à sa surface
intérieure une petite pression (de l’ordre du kPa) afin de dépasser ce point d’instabilité,
comme illustré sur la figure 2.19. À la suite de quoi, nous retirons progressivement cette
contrainte afin de retrouver une géométrie « naturelle », cette fois non-inversée. Enfin,
la suite de la stratégie de fermeture est identique à la stratégie A. Notez que c’est la
stratégie la plus robuste de toutes celles essayées. En effet, les stratégies à déplacement
vertical imposé se sont révélées très instables en convergence et beaucoup trop difficiles
à mettre en œuvre, notamment au niveau de l’amplitude des déplacements prescrits. Un
peu mieux, mais tout de même moins flexible que la stratégie dite « pression », sont les
stratégies à effort vertical progressif. Le principe est identique, mais le caractère local de
l’effort imposé permettait d’agir seulement au niveau du point de flambement. Le pro-
blème majeur de ces stratégies était de redéfinir l’orientation de cet effort afin de suivre
la rotation globale de l’anneau lorsqu’on rapproche les nœuds des segments coupés. Fina-
lement, toutes ces constatations allaient dans le sens de l’utilisation d’une petite pression
fictive afin de s’affranchir de ce problème de flambement. Notez que cette stratégie B a
été utilisée pour quatre des neuf cas pathologiques modélisés.

2.4 Résultats

Les résultats de ce travail sont scindés en trois parties. Dans un premier temps nous
présentons les résultats du groupe contrôle. De façon succinte, nous présentons et com-
mentons les cartographies de contraintes et déformations résiduelles ainsi que les car-
tographies de contraintes et de déformations à l’état systolique simulé par l’application
d’une pression interne. Enfin nous discutons l’influence des contraintes résiduelles sur
l’état physiologique estimé en comparant notamment nos simulations avec leurs pendants
sans prise en compte de ces états résiduels. À des fins pédagogiques, ces distributions
sont comparées à un cas de géométrie idéalisée ayant un angle d’ouverture correspon-
dant à la moyenne expérimentale. Après quoi, nous procédons de la même façon pour les
cas du groupe pathologique. Une attention particulière est donnée aux distributions de
contraintes et de déformations dans les plaques. Enfin, nous présentons les résultats des
corrélations entre les indices biologiques et mécaniques dans les plaques des anneaux des
animaux du groupe pathologique.

Remarque 2.2. (Dénomination des cas) La dénomination de tous les cas du groupe
contrôle ou du groupe pathologique suit le même principe. La première lettre c ou p in-
dique leur groupe d’appartenance, ensuite l’abréviation wk pour week suivit d’un nombre
indique l’âge de l’animal en semaines enfin, la lettre s précède la numérotation arbitraire
du spécimen considéré. Ainsi, le cas c-wk25-s1 est un animal du groupe contrôle, âgé de
25 semaines et arbitrairement numéroté 1 dans le sous-groupe des animaux c-wk25. De
même, le cas p-wk30-s3 est un animal du groupe pathologique, âgé de 30 semaines et
arbitrairement numéroté 3 dans le sous-groupe des animaux p-wk30.
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2.4.1 Groupe contrôle

Pour reconstruire les états résiduels des cinq anneaux de souris contrôle traités, nous
avons utilisé la stratégie A. Ces cas étant exempts de plaque, leur géométrie se limite à la
paroi artérielle. Les parois artérielles ont été maillées de façon régulière avec en moyenne
650 éléments. La fermeture et la pressurisation des anneaux a demandé en moyenne 240
itérations. À titre indicatif, ce nombre d’itérations est 2.5 fois plus important que pour
la simple pressurisation des mêmes anneaux. Les géométries fermées reconstruites des
anneaux sont globalement en accord avec les géométries fermées observées avant coupure
(Fig. 2.20). On notera toutefois que les images fermées reconstruites se limitent à une
vision en deux dimensions de la paroi artérielle seule alors que les images réelles intègrent
une vision dans l’épaisseur du tissu et que sur ces images, la paroi artérielle n’a pas été
complètement isolée du tissu conjonctif. Malgré tout, on observe clairement de légères
différences de formes, particulièrement visibles pour le cas c-wk25-s2 et il semble difficile
de réellement superposer les images réelles et simulées. Quoi qu’il en soit, les résultats
obtenus en terme de géométrie sont loin d’être incohérents et valident la stratégie de
fermeture employée.

500µm

(a)

(b)

(c)

c-wk20-s2 c-wk25-s2 c-wk30-s4c-wk08-s3 c-wk15-s2

Figure 2.20. Comparaison des géométries fermées reconstruites et réelles pour le groupe de souris contrôle. (a)
Géométries ouvertes et (b) fermées des modèles des parois artérielles ; (c) Images des anneaux correspondant
avant coupure.

2.4.1.1 Contraintes et déformations résiduelles

Comme indiqué par les distributions de contraintes circonférentielles (Fig. 2.21b), de
contraintes équivalentes de Von Mises (Fig. 2.21c) ou de déformations efficaces (Fig.
2.21d), le niveau de continuité obtenu est d’assez bonne qualité. Comme attendu avec le
modèle analytique, les niveaux de contraintes obtenus dans les parois du groupe contrôle
sont relativement faibles. Un état de contraintes circonférentielles de compression in-
térieure et d’extension extérieure est obtenu pour tous les anneaux (Fig. 2.21b). La
norme maximale des contraintes circonférentielles est observée sur le pourtour exté-
rieur des anneaux avec une valeur inférieure à 25kPa (Fig. 2.21b). La norme des valeurs
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Figure 2.21. Exemples de reconstruction de l’état de contraintes et de déformations résiduelles pour le groupe de
souris contrôle et un cas idéalisé. (a)Géométries ouvertes des parois artérielles (�) maillées de façon régulière. (b)
Distribution des contraintes circonférentielles basée sur la définition locale de l’orientation EΘ. (c) Distribution
des contraintes équivalentes de Von Mises. (d) Distribution des déformations efficaces.
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des contraintes de compression est pour tous les cas inférieure à celle des valeurs des
contraintes d’extension. Une valeur de contrainte circonférentielle nulle est obtenue pour
tous les anneaux au centre de la paroi artérielle. Ce résultat est en parfait accord avec
les prédictions d’un modèle idéalisé (comparez avec la figure 2.18b). De façon analogue,
la valeur maximale des contraintes équivalentes de Von Mises est inférieure à 25kPa
(Fig. 2.21c). Ces niveaux de contraintes sont associés à des niveaux de déformations
équivalentes n’excédant pas 15% (Fig. 2.21d). La distribution des déformations suit celle
des contraintes avec un minimum de déformation équivalente au centre de la paroi. Il
est intéressant de comparer ces résultats avec une géométrie d’artère idéalisée. C’est ce
que nous avons fait en considérant l’angle d’ouverture moyen de 110 deg mesuré expéri-
mentalement et un cylindre fermé de rayon extérieur 445µm et d’épaisseur 100µm. Les
résultats de ces fermetures sont associés au cas idéalisé sur la figure 2.21. À la lecture
de ces résultats, il est très clair que les amplitudes de contraintes ou de déformations
sont similaires pour les cas réels et pour le cas idéalisé. Par contre, les distributions sont
beaucoup plus complexes pour ces premiers et les similitudes les plus fortes apparaissent
dans les zones de plus forte courbure. Quoi qu’il en soit, cette comparaison avec le cas
idéalisé témoigne de la validité de nos résultats. Cette comparaison permet aussi d’illus-
trer l’importance de la mesure de l’angle d’ouverture. En effet, le niveau de précision que
cette mesure permet d’obtenir sur les niveaux de contraintes et déformations résiduelles
est très voisin avec les deux approches. Malgré tout, les différences observées au niveau
des distributions motivent à elles seules l’emploi d’un modèle numérique de fermeture.

2.4.1.2 Contraintes et déformations physiologiques

Les résultats obtenus avec le groupe contrôle ne reflètent pas exactement ce qui peut
être estimé à partir de géométries idéalisées. Dès le premier regard sur la figure 2.22, il
apparâıt très clairement que les distributions obtenues pour un état systolique sont pour
le moins inhomogènes. Les contraintes circonférentielles illustrent parfaitement cette dis-
parité manifestement associée aux irrégularités des géométries. En effet, les portions les
plus fines sont les plus sollicitées, avec des valeurs maximales de contraintes circonfé-
rentielles allant jusqu’à 260kPa pour le cas c-wk15-s2 ou même 270 kPa pour le cas
c-wk30-s4 (cf. flèches sur les Fig. 2.22a et b). À l’opposé, les portions les plus épaisses
ont des niveaux de contraintes compris entre 80 et 120kPa. Il est aussi surprenant de voir
directement au niveau de l’état de contraintes physiologiques les effets de courbure de
la géométrie ouverte. Les flèches indiquées au niveau de trois courbures de la géométrie
ouverte du cas c-wk20-s2 permettent d’illustrer nos propos. En repérant ces courbures
sur la géométrie fermée et sur la géométrie pressurisée, on voit clairement qu’elles sont
à l’origine des pics de contraintes circonférentielles. D’un point de vue histologique, il
serait intéressant d’avoir une image des lames élastiques figées en conditions physiolo-
giques pour voir si ces dernières sont effectivement très étirées, ou de façon équivalente
moins tortueuses, en ces lieux de courbure opposée à la courbure principale.

Quoi qu’il en soit, ces résultats montrent clairement les effets des irrégularités géomé-
triques sur les distributions de contraintes ou de déformations. En effet, comme on peut
le voir sur la figure 2.22c, les distributions des contraintes équivalentes de Von Mises
sont aussi assez inhomogènes, avec des niveaux maximums voisins de 250kPa. Dans les
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Figure 2.22. Exemples de simulations des conditions physiologiques systoliques en tenant compte de la recons-
truction des contraintes et déformations résiduelles pour le groupe de souris contrôle. En partant de la géométrie
ouverte et après fermeture, une pression interne de 14.5kPa, correspondant à la pression systolique, est impo-
sée. On obtient ainsi une estimation de la distribution des contraintes et des déformations physiologiques. (a)
Géométries ouvertes des parois artérielles (�). (b) Distribution des contraintes circonférentielles basée sur la
définition locale de l’orientation EΘ. (c) Distribution des contraintes équivalentes de Von Mises. (d) Distribution
des déformations efficaces.
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portions des anneaux où l’épaisseur est plus importante, le niveau de contraintes équi-
valentes de Von Mises est de l’ordre de 100kPa. Sans autre surprise, les distributions
des déformations efficaces reflètent celles des contraintes de Von Mises (Fig. 2.22d). Elles
reprennent en particulier leur caractère fortement inhomogène. On notera aussi que l’am-
plitude de ces dernières, allant au delà de 50%, justifie largement l’emploi d’un modèle
en grandes déformations.

Si les niveaux de contraintes et de déformations résiduelles des artères saines étaient
bien anticipés avec un cas idéalisé, il n’en va pas de même pour l’état systolique estimé.
Pour étayer nos propos, nous avons considéré la même artère de souris idéalisée que
précédemment avec un angle d’ouverture de 110 deg, un rayon extérieur fermé de 445µm
et une épaisseur de 100µm. L’état systolique estimé pour ce cas est illustré sur la deuxième
ligne de la figure 2.23. Les résultats obtenus sont assez différents de ceux obtenus avec
les géométries réelles. En particulier, le niveau minimal de contraintes circonférentielles
est obtenu sur la paroi intérieure, avec une valeur de 85kPa alors qu’il était voisin de
20 pour les géométries réelles. La contrainte circonférentielle sur la surface extérieure
n’excède pas 115kPa alors qu’elle pouvait atteindre près de 270kPa pour les zones les
plus fines des parois réelles. De façon analogue, les distributions de contraintes et de
déformations équivalentes pour le cas idéalisé arborent une valeur minimale à l’intérieur,
augmentant pour atteindre une valeur maximale en périphérie. Comme nous l’avons vu
précédemment, les distributions réelles sont loin d’être aussi claires. Ce constat nous
amène donc naturellement à évaluer l’influence de la reconstruction de l’état résiduel sur
le niveau de contraintes physiologiques estimé.

2.4.1.3 Influence physiologique des contraintes résiduelles

Avant de présenter nos résultats pour les géométries réelles, rappelons que la présence
de contraintes résiduelles au seins des parois saines est connue pour minimiser l’amplitude
des contraintes physiologiques. Cette corrélation a été très bien expliquée par Ohayon
et al. (2007). L’idée principale est que l’état résiduel de compression à l’intérieur de l’an-
neau a pour objectif physiologique de minimiser les contraintes et déformations perçues
par le vaisseau lors de son fonctionnement normal. Cette condition physiologique est clai-
rement associée à la durée de vie des artères où un cyclage trop important du niveau de
contraintes ou de déformations serait inévitablement associé à une fatigue anticipée des
tissus. C’est donc afin de maximiser leur fonction physiologique et leur durée de vie que
les tissus sains, même excisés, ne sont pas libres de contraintes. L’influence des contraintes
résiduelles sur l’état systolique estimé est illustrée sur la figure 2.23. La comparaison des
deux lignes avec et sans reconstruction de l’état résiduel est très claire. Dans le premier
cas, la paroi intérieure est le lieu des contraintes ou déformations les plus faibles alors que
sans prise en compte de l’état résiduel, c’est à dire en supposant un anneau fermé libre de
contraintes, c’est le lieu des plus fortes contraintes et déformations. Cette opposition se
retrouve aussi au niveau de la paroi extérieure qui, dans le cas reconstruit, est le lieu des
plus fortes contraintes et déformations. Concernant les variations d’amplitude au sein de
la paroi, elles sont du même ordre de grandeur pour les contraintes circonférentielles ou
les déformations équivalentes mais plus faibles de 35kPa pour les contraintes équivalentes
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Figure 2.23. Illustration de l’influence de la reconstruction de l’état résiduel sur l’état de contraintes et de
déformations physiologiques estimé pour une artère de souris idéalisée. (a) Géométrie de la paroi artérielle
supposée à contrainte nulle. (b) Distribution des contraintes circonférentielles. (c) Distribution des contraintes
équivalentes de Von Mises. (d) Distribution des déformations efficaces. (Haut) Après fermeture, une pression
interne de 14.5kPa, correspondant à la pression systolique des souris, est imposée. (Bas) Partant de la géométrie
fermée, supposée libre de contraintes, une pression interne est imposée.

de Von Mises du cas reconstruit. Ce dernier point illustre les effets d’homogénéisation
attendus par la présence des contraintes résiduelles.

Revenons maintenant à l’analyse de nos résultats. Pour étudier l’influence physiolo-
gique de la prise en compte de l’état résiduel, nous avons simulé l’état physiologique
systolique des anneaux des souris du groupe contrôle en partant de la géométrie fermée,
supposée libre de contraintes. Une comparaison des deux scénarios est proposée figure
2.24. Tout d’abord, constatons que les géométries pressurisées sont très semblables pour
ne pas dire identiques dans les deux cas. Sur ce point, les résultats sont analogues aux
prévisions du modèle idéalisé. Par contre, et de façon assez surprenante, les distributions
de contraintes équivalentes de Von Mises avec et sans reconstruction de l’état résiduel
pour les parois saines de souris sont similaires. L’amplitude des contraintes est toutefois
toujours inférieure d’une dizaine de kPa pour le cas reconstruit (comparez avec la figure
2.22). Les amplitudes des contraintes obtenues sont systématiquement supérieures à celles
calculées analytiquement. Concernant la localisation des minima et maxima, il n’est pas
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Figure 2.24. Illustration de l’influence de la reconstruction de l’état résiduel des artères de souris saines sur les
contraintes physiologiques systoliques estimées. (a) Géométries ouvertes des parois artérielles supposées libre de
contraintes ; (b) Distribution des contraintes équivalentes de Von Mises pour le cas reconstruit ; (c) Distribution
des contraintes équivalentes de Von Mises pour le cas simplement pressurisé ; (d) Géométries fermées des parois
artérielles supposées libre de contraintes.
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aussi évident de conclure que sur le cas idéalisé. Ces dernières apportent notamment une
information concernant les zones les moins déformées, c’est à dire les lieux où l’état de
contraintes et de déformations résiduelles à un effet physiologique. Notons simplement
que dès que la paroi est suffisamment épaisse, la répartition des contraintes équivalentes
de Von Mises suit les prédictions du modèle idéalisé. Ceci est très bien illustré par les
zones dans les cadres notés 1 des cas c-wk20-s2, c-wk25-s2 et c-wk30-s4 où l’on voit
bien un minimum de contrainte sur la surface intérieure et un maximum sur la surface
extérieure dans l’état reconstruit alors que c’est l’inverse pour le cas ignorant la présence
de contraintes résiduelles. Par contre, dès que l’épaisseur de la paroi est plus faible, ce
constat n’est plus vrai (cf., e.g., cadre 2 du cas c-wk25-s2, Fig. 2.24). Ceci nous amène
donc à constater que les distributions physiologiques estimées de contraintes et de défor-
mations sont difficilement prévisibles avec un modèle idéalisé. Quoi qu’il en soit, la prise
en compte ou non des contraintes résiduelles ne semble pas changer fondamentalement la
distribution des contraintes au sein des artères du groupe contrôle à l’état physiologique,
mais seulement leur amplitude.

2.4.2 Groupe pathologique

2.4.2.1 Contraintes et déformations résiduelles

Pour reconstruire les états résiduels des neufs anneaux de souris pathologiques trai-
tés, nous avons utilisé les stratégies A et B. Des données caractéristiques des modèles
numériques mis en place sont données dans le tableau 2.4. Tous les cas traités, sauf le
p-wk25-s3, ont des plaques constituées des 3 types de composants déterminés avec les
analyses histologiques (Fig. 2.25a et Fig. 2.26a). Comme indiqué par les distributions
de contraintes équivalentes de Von Mises (Fig. 2.25b et Fig. 2.26b) ou de déformations
efficaces (Fig. 2.25c et Fig. 2.26c), le niveau de continuité obtenu au niveau des segments
coupés est tout à fait satisfaisant. Les géométries obtenues sont cohérentes avec les ana-
lyses histologiques effectuées sur les coupes adjacentes. Les amplitudes de contraintes
obtenues sont en moyenne deux fois plus importantes que celles obtenues pour les parois

Tableau 2.4. Données caractéristiques des modèles éléments finis de reconstruction des états résiduels et
stratégie de fermeture utilisée.

Nombre d’éléments

Paroi Fibrose Cellules Cœur Stratégie
cas artérielle hypocellulaire musculaires lisses nécrotique Total de fermeture

p-wk20-s3 505 280 0 226 1011 A
p-wk20-s4 820 126 70 224 1240 A
p-wk25-s1 890 93 172 155 1310 A
p-wk25-s2 750 133 105 178 1166 B
p-wk25-s3 825 346 225 787 2183 A
p-wk25-s4 500 148 59 284 991 B
p-wk30-s1 815 381 157 444 1797 B
p-wk30-s2 635 78 142 151 1006 B
p-wk30-s3 695 239 43 27 1004 A
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Figure 2.25. Exemples de reconstruction des contraintes et déformations résiduelles au seins d’artères de souris
du groupe pathologique âgées de 20 et 25 semaines. En partant de la géométrie ouverte, maillée de façon
régulière, nous obtenons la géométrie fermée avec ses distributions de contraintes et de déformations résiduelles.
(a) Géométries ouvertes. La couleur des éléments représente les constituants : la paroi artérielle (�), le cœur
nécrotique (�), la fibrose hypocellulaire (�) et les cellules musculaires lisses (�). (b) Distribution des contraintes
équivalentes de Von Mises. (c) Distribution des déformations efficaces.
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Figure 2.26. Exemples de reconstruction des contraintes et déformations résiduelles au seins d’artères de souris
du groupe pathologique âgées de 30 semaines. En partant de la géométrie ouverte, maillée de façon régulière, nous
obtenons la géométrie fermée avec ses distributions de contraintes et de déformations résiduelles. (a) Géométries
ouvertes. La couleur des éléments représente les constituants : la paroi artérielle (�), le cœur nécrotique (�), la
fibrose hypocellulaire (�) et les cellules musculaires lisses (�). (b) Distribution des contraintes équivalentes de
Von Mises. (c) Distribution des déformations efficaces.

saines du groupe contrôle. Les valeurs maximales sont obtenues au niveau des zones les
plus courbées. Ces pics de contraintes se situent toujours dans la paroi et non dans la
plaque. Les portions de paroi sans plaque se comportent comme les parois saines du
groupe contrôle et l’on observe la même distribution de contraintes que pour les cas de
contrôles (voir, e.g., le cas p-wk25-s1 sur la figure 2.25). Par contre et à la différence du
groupe contrôle, les distributions de contraintes équivalentes de Von Mises dans les parois
en arrière des plaques sont beaucoup moins uniformes et donc beaucoup plus difficiles
à prédire. Ceci est en partie dû aux géométries beaucoup moins régulières que celles du
groupe contrôle.

En effet, s’il est intuitif que les lieux de plus forte contrainte soient associés aux lieux
de plus forte déformation, comme pour les pics de contraintes sur la partie extérieure
de la paroi (cas p-wk20-s4 ou p-wk25-s1, Fig. 2.25 ou le cas p-wk30-s3, Fig. 2.25), le
comportement très compliant du cœur nécrotique (en jaune sur les géométries ouvertes)
peut fausser les intuitions. C’est notamment ce que l’on peut observer au niveau des
points de flambement des cas p-wk25-s4, p-wk30-s1 et p-wk30-s2 sur la figure 2.26 qui
ne se corrèlent pas avec un fort niveau de contraintes alors que ce sont des lieux de très
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Figure 2.27. Distribution résiduelle des contraintes circonférentielles basée sur la définition locale de l’orienta-
tion EΘ au sein des plaques des souris du groupe pathologique âgées de 20, 25 et 30 semaines. Les distributions
dans les plaques (�) sont volontairement exclues.

fortes déformations (environ 80%). Il apparâıt alors très clairement que tous les pics de
déformation observés sont associés à la présence d’un cœur nécrotique.

Avant de nous focaliser sur l’étude des contraintes au niveau des plaques, examinons
un instant la distribution des contraintes circonférentielles dans les parois artérielles. Ces
dernières sont représentées figure 2.27. Commençons par préciser que les amplitudes des
contraintes circonférentielles obtenues dans les parois artérielles du groupe pathologique
sont bien supérieures à celles obtenues pour les parois des souris du groupe contrôle
(comparez avec la Fig. 2.21). Comme on peut l’observer clairement pour les cas p-wk20-
s3, p-wk20-s4, p-wk25-s1 et p-wk30-s1, l’amplitude des contraintes est la plus prononcée
au niveau des épaules de la plaque. Ces zones ne correspondent pas forcément aux zones
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Figure 2.28. Distribution résiduelle des contraintes équivalentes de Von Mises au sein des plaques des souris
du groupe pathologique âgées de 20, 25 et 30 semaines. Les distributions dans les parois artérielles (�) sont
volontairement exclues. Les pics de contraintes sont cerclés de rouge. Leurs valeurs sont celles du dernier niveau
de l’échelle.

les plus courbées (voir, e.g., le cas p-wk20-s3 ou p-wk25-s1, Fig. 2.27). Inversement, les
zones les moins sollicitées semblent être derrière la plaque (cf. les cas de la première
ligne de la figure 2.27). Les plaques ont donc nécessairement des effets sur l’état de
contraintes des parois. Toutefois, les cas p-wk25-s4 et p-wk30-s2, tous deux constitués
d’une importante zone lipidique, semblent indiquer le contraire avec des distributions de
contraintes circonférentielles très similaires à celles des anneaux sains. Ce résultat motive
donc naturellement une étude plus détaillée des contraintes résiduelles obtenues dans les
plaques. Les distributions de contraintes équivalentes de Von Mises dans les plaques, en
excluant de la représentation les parois artérielles, sont données figure 2.28.
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Commençons par remarquer que les valeurs maximales de contraintes résiduelles équi-
valentes de Von Mises au sein des plaques sont très faibles par rapport à ce qui peut être
observé dans les parois. Pour l’ensemble des cas étudiés, les pics de contraintes sont com-
pris entre 15 et 30kPa. Mis à part les cas p-wk25-s4 et p-wk30-s2 avec de larges cœurs
nécrotiques, ces pics de contraintes sont localisés au niveau des épaules de la plaque (c.f.
zones cerclées de rouge, Fig. 2.28). Hormis ces pics, les niveaux de contraintes observés
dans toutes les plaques étudiées sont globalement inférieurs à 15kPa. Ce résultat pour le
moins inattendu tend à montrer que, contrairement à la paroi artérielle, les plaques de
souris n’ont pas ou très peu de contraintes résiduelles. Les plaques de souris se dévelop-
peraient donc sans conséquences sur la paroi artérielle. C’est ce qui pourrait expliquer la
très faible différence des niveaux de contraintes en arrière des plaques et sur le reste de
la paroi. Quoi qu’il en soit, c’est le premier résultat fort et original de cette étude.

2.4.2.2 Contraintes et déformations physiologiques

Suite à la reconstruction des états résiduels, nous avons simulé l’application d’une
pression intérieure correspondant aux pressions sanguines physiologiques observées chez
notre modèle de souris (Custodis et al., 2008). Nous avons ainsi obtenu la géométrie
des artères avec plaques en conditions physiologiques. Des exemples de géométries pour
les états diastoliques et systoliques simulés sont donnés figure 2.29. À la lecture de ces
résultats, le premier constat concerne le diamètre relativement important de l’artère
du cas p-wk30-s1 par rapport aux deux autres cas présentés. Le second point que nous
remarquons est la surface relativement faible des plaques par rapport à celle des lumières,
confirmées par des mesures morphologiques sur le modèle numérique (Tab. 2.5). Le cas
p-wk25-s3, avec une plaque massive occultant la quasie-totalité de la lumière du vaisseau

Tableau 2.5. Données géométriques et index morphologique de sténose des artères avec plaque des animaux
apoE-/- en conditions physiologiques. Les états diastoliques et systoliques ont été respectivement obtenus avec
une pression sanguine de 11.1 et de 14.5kPa.

Géométrie Diastole Systole Écart

Splaque Sparoi Slum Sten% Slum Sten% ∆Slum ∆Sten

p-wk20-s3 0.168 0.338 1.282 11.57 1.696 9.01 32.36 -22.14
p-wk20-s4 0.113 0.266 0.612 15.60 0.767 12.83 25.45 -17.73
p-wk25-s1 0.110 0.296 0.763 12.58 0.964 10.23 26.35 -18.73
p-wk25-s2 0.168 0.273 0.712 19.12 0.906 15.65 27.40 -18.16
p-wk25-s3 0.365 0.210 0.419 46.53 0.597 37.90 42.56 -18.54
p-wk25-s4 0.325 0.303 0.632 33.97 0.841 27.89 32.94 -17.90
p-wk30-s1 0.324 0.308 0.944 25.54 1.241 20.69 31.44 -19.01
p-wk30-s2 0.112 0.234 0.519 17.81 0.648 14.78 24.89 -17.00
p-wk30-s3 0.079 0.326 0.611 11.51 0.731 9.80 19.68 -14.81

Moyenne 0.196 0.284 0.722 21.58 0.933 17.64 29.23 -18.23
StDev 0.1108 0.0423 0.2573 11.89 0.3445 9.69 6.54 1.93

Surfaces de la plaque (Splaque), de la paroi artérielle (Sparoi) et de la lumière (Slum) ex-
primées en mm2. Index morphologique : Pourcentage de Sténose du vaisseau Sten% =
100 Splaque/(Splaque + Sparoi + Slum). Écarts en pourcentages évalués par rapport à la
diastole. StDev : déviation standard.
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Figure 2.29. Comparaison des géométries diastoliques et systoliques simulées pour trois artères de souris
apoE-/-, âgées respectivement de 20, 25 et 30 semaines. L’état diastolique est simulé avec une pression intérieure
de 11.1kPa et l’état systolique avec une pression de 14.5kPa. La couleur des éléments représente les constituants :
la paroi artérielle (�), le cœur nécrotique (�), la fibrose hypocellulaire (�) et les cellules musculaires lisses (�).

à l’état non pressurisé, en atteste (comparez avec la figure 2.28). Assez logiquement, ce
résultat se retrouve au niveau de l’index morphologique associé à la sténose, évalué à
45% à l’état diastolique et 37% à l’état systolique (Tab. 2.5). Ce constat nous amène
naturellement à remarquer la faible différence que l’on peut observer entre les géométries
pressurisées aux deux états extremum du cycle cardiaque pour tous les anneaux. Malgré
tout, la variation d’aire de la lumière entre la diastole et la systole est d’environ 30%
(Tab. 2.5). Toutefois, la lumière des anneaux pressurisés reste relativement importante
avec une valeur moyenne pour les neufs cas traités de l’ordre de 0.8±0.3mm2 (Tab. 2.5).
Par conséquent, le pourcentage de sténose calculé est relativement faible : environ 20%.

Ce constat nous amène donc à analyser les cartographies de répartition des contraintes
et déformations en conditions physiologiques, données par les figures 2.30 et 2.31. Com-
mençons par noter le changement d’échelle des valeurs de contraintes et de déformations
entre l’état résiduel et l’état systolique. L’amplitude des contraintes équivalentes de Von
Mises est comprise entre 300 et 400kPa alors qu’elle était de l’ordre de la centaine, voire
moins, pour l’état résiduel (comparez les figures 2.25 et 2.25 avec les figures 2.30 et 2.31).
Cette amplitude est bien supérieure à celle observée pour les animaux du groupe contrôle
(environ 250kPa, Fig. 2.22). Les zones qui avaient le plus de contraintes résiduelles n’ap-
paraissent pas comme les plus contraintes. À l’état résiduel et comparativement aux
épaules des plaques, l’arrière de la plaque était une zone plutôt faiblement contrainte.
Pour les cas p-wk20-s4, p-wk25-s1, p-wk25-s2, p-wk25-s3 et p-wk30-s1, les valeurs maxi-
males ont été observées derrière les plaques (Fig. 2.30 et 2.30). La principale contribution
de ces niveaux de contraintes équivalentes est circonférentielle. Ce constat se vérifie bien
avec l’analyse de la distribution de contraintes circonférentielles, représentées figure 2.32 ;
mais nous y reviendrons peu après. Comme indiqué par les zooms effectués au niveau
des plaques, l’amplitude des contraintes au niveau de ces dernières est très faible. Pour
la représentation de ces zooms nous avons choisi une échelle entre 0 et 25kPa et volon-
tairement focalisé notre attention au niveau de la chape fibreuse, i.e la zone de fibrose
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Figure 2.30. Exemples de simulations des conditions physiologiques systoliques en tenant compte de la recons-
truction de l’état résiduel au sein d’artères de souris du groupe pathologique âgées de 20 et 25 semaines. Après
fermeture, une pression interne de 14.5kPa, correspondant à la pression systolique, est imposée. On obtient ainsi
une estimation de la distribution des contraintes et des déformations physiologiques. (a) Géométries ouvertes.
La couleur des éléments représente les constituants : la paroi artérielle (�), le cœur nécrotique (�), la fibrose
hypocellulaire (�) et les cellules musculaires lisses (�). (b) Distribution des contraintes équivalentes de Von
Mises et zoom au niveau des plaques. (c) Distribution des déformations efficaces.
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Figure 2.31. Exemples de simulations des conditions physiologiques systoliques en tenant compte de la re-
construction de l’état résiduel au sein d’artères de souris du groupe pathologique âgées de 30 semaines. Après
fermeture, une pression interne de 14.5kPa, correspondant à la pression systolique, est imposée. On obtient ainsi
une estimation de la distribution des contraintes et des déformations physiologiques. (a) Géométries ouvertes.
La couleur des éléments représente les constituants : la paroi artérielle (�), le cœur nécrotique (�), la fibrose
hypocellulaire (�) et les cellules musculaires lisses (�). (b) Distribution des contraintes équivalentes de Von
Mises et zoom au niveau des plaques. (c) Distribution des déformations efficaces.

du coté de la lumière, entourée d’un cœur lipidique, la plus fine. Aucun pic de contrainte
n’a été observé au niveau des chapes. Par contre, la partie des plaques attenante aux
parois artérielles arbore souvent un « pic de contrainte », comme les cas p-wk25-s3 et
p-wk25-s4 de la figure 2.30, le cas p-wk30-s1 ou plus discrètement le cas p-wk30-s3 de
la figure 2.31.

Concernant les cartographies de déformations, les résultats sont plus surprenants.
L’amplitude des déformations efficaces est comprise entre 0 et 85-90%. Les pics de dé-
formations se situent au niveau des épaules des plaques : c’est particulièrement visible
dans l’épaule droite de la plaque du cas p-wk25-s1 de la figure 2.30. Globalement, et
mis à part le cas p-wk25-s3 doté d’un important cœur lipidique circonscrit par une fine
couche de fibrose cellulaire, les valeurs de déformation dans les plaques sont relativement
faibles et n’excèdent pas 60%. Il est de plus intéressant de remarquer que les pics de
déformations résiduelles observés pour les cas p-wk30-s1 et p-wk30-s2, respectivement
85 et 80%, disparaissent complètement (comparez les figures 2.25 et 2.30).

L’analyse des distributions de contraintes circonférentielles dans les parois artérielles,
données figure 2.27, révèle des zones particulièrement en extension derrière les plaques. Si
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Figure 2.32. Distribution physiologique systolique des contraintes circonférentielles basée sur la définition locale
de l’orientation EΘ au sein des plaques des souris du groupe pathologique âgées de 20, 25 et 30 semaines. Les
distributions dans les plaques (�) sont volontairement exclues.

le cas p-wk20-s4 en est l’exemple parfait, il est possible d’identifier cette zone pour tous
les cas sauf le p-wk25-s3 (Fig. 2.32). Les niveaux de contraintes circonférentielles atteints
sont de l’ordre de 400kPa. Ces valeurs sont plus importantes de 50% que celle observées
pour les anneaux des animaux du groupe contrôle (comparez avec la figure 2.22b). Cette
différence témoigne de l’influence des plaques sur le comportement des parois artérielles.
Ce sont les seules modifications particulièrement visibles au niveau de la paroi. Avant
de poursuivre, notons que des valeurs très importantes ont été observées au niveau des
segments raboutés. C’était aussi le cas pour une majorité des cas sains pour lesquels ces
niveaux étaient associés à une fine épaisseur de paroi (Fig. 2.22b). C’est aussi ce que
nous retrouvons pour les anneaux des animaux apoE-/-.
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Figure 2.33. Distribution physiologique systolique des contraintes équivalentes de Von Mises au sein des plaques
des souris du groupe pathologique âgées de 20, 25 et 30 semaines. Les distributions dans les parois artérielles (�)
sont volontairement exclues. Les pics de contraintes sont cerclés de rouge. Leurs valeurs sont celles du dernier
niveau de l’échelle.

Enfin, nous nous focalisons plus particulièrement sur les niveaux de contraintes ob-
servés dans les plaques, représentés figure 2.33. Commençons par remarquer que, pour
toutes les plaques, le niveau de contraintes équivalentes de Von Mises est très faible et
inférieur à 60kPa. Les pics de contraintes observés se situent au niveau des épaules des
plaques (zones cerclées de rouge sur la figure 2.33). Nous n’avons pas observé de pic
au niveau des chapes fibreuses. Par contre, des pics au niveau des parties arrières des
plaques ont été constatés pour trois cas (cf. cas p-wk25-s2, p-wk30-s1 et p-wk30-s3, Fig.
2.33). Hormis la présence de ces pics, le niveau des contraintes est très faible et de l’ordre
de la dizaine de kPa. C’est le résultat fort et original de cette étude.
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Figure 2.34. Comparaison de la distribution des contraintes systoliques estimée sans et avec reconstruction de
l’état résiduel au sein d’artères de souris du groupe pathologique âgées de 20 et 25 semaines. (a) Géométries
fermées des parois artérielles supposées libres de contraintes : la paroi artérielle (�), le cœur nécrotique (�), la
fibrose hypocellulaire (�) et les cellules musculaires lisses (�) ; (b) Distribution des contraintes équivalentes de
Von Mises pour le cas simplement pressurisé ; (c) Focalisation sur les plaques. (d) Distribution des contraintes
équivalentes de Von Mises pour le cas reconstruit ; (e) Focalisation sur les plaques.
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Figure 2.35. Comparaison de la distribution des contraintes systoliques estimée sans et avec reconstruction
de l’état résiduel au sein d’artères de souris du groupe pathologique âgées de 30 semaines. (a) Géométries
fermées des parois artérielles supposées libres de contraintes : la paroi artérielle (�), le cœur nécrotique (�), la
fibrose hypocellulaire (�) et les cellules musculaires lisses (�) ; (b) Distribution des contraintes équivalentes de
Von Mises pour le cas simplement pressurisé ; (c) Focalisation sur les plaques. (d) Distribution des contraintes
équivalentes de Von Mises pour le cas reconstruit ; (e) Focalisation sur les plaques.

2.4.2.3 Influence physiologique des contraintes résiduelles

Si cette étude de modélisation a permis de faire émerger les états de contraintes
et déformations résiduelles au sein des plaques de souris, nous avons aussi mesuré leur
impact en comparant ces résultats avec les mêmes simulations mais sans tenir compte des
contraintes résiduelles. Pour ce faire nous avons démarré nos simulations d’une géométrie
fermée supposée libre de contraintes et avons simplement imposé une pression interne.

Comme on peut le voir sur les figures 2.34 et 2.35, la prise en compte de l’état résiduel
ne change fondamentalement ni la morphologie, ni l’amplitude des contraintes observées,
tout au moins à l’échelle de l’artère. On notera tout de même des diamètres physiologiques
trouvés plus grands sans la prise en compte de l’état résiduel pour les cas p-wk20-s4, p-
wk25-s4 et p-wk30-s1. Les distributions de contraintes dans les parois sont elles aussi
différentes. Les états d’extension apparaissant derrière la plaque après reconstruction
de l’état résiduel disparaissent complètement lorsque ce dernier n’est pas considéré. Par
contre, des pics de contraintes sont observés dans les parois au niveaux des épaules des
plaques pour tous les cas non reconstruit. Ce n’était pas le cas pour l’état de contrainte
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dans les parois en tenant compte des contraintes résiduelles. Par ailleurs, l’amplitude des
contraintes équivalentes de Von Mises observée dans les plaques est systématiquement
plus faible lorsque l’on tient compte de l’état résiduel. Si c’est vrai pour les pics de
contraintes observés aux épaules (zones cerclées de rouge sur les figures 2.34c et 2.35c),
cela l’est aussi pour le niveau de contraintes global observé dans les plaques. C’est le
résultat majeur de cette comparaison. En effet, lorsque les anneaux sont simplement
pressurisés, il apparâıt au niveau des chapes fibreuses des pics de contraintes. Les valeurs
de ces pics sont indiquées sur les figures 2.34c et 2.35c. Ces pics n’existent pas lorsque
l’état résiduel est pris en compte (Fig. 2.34e et Fig. 2.35e). À elles seules, ces différences
observées au niveau des contraintes dans les plaques justifient l’étude de reconstruction
menée pour les artères des souris apoe-/-.

2.4.3 Corrélations biologie-mécanique

Lors de cette étude, nous avons cherché une corrélation entre l’état mécanique et
l’infiltration des macrophages, supposés déterminants dans le développement des plaques.
Pour ce faire, les plaques ont été découpées en cinq zones : les deux épaules encadrant
une portion néo-intimale à l’interface entre la plaque et la lumière du vaisseau, le centre
de la plaque et l’arrière de la plaque. Les infiltrations de macrophages ont été comparées
aux contraintes et déformations équivalentes de Von Mises moyennes physiologiques et à
leurs variations entre les pressions diastoliques et systoliques au cours du cycle cardiaque.
Le coefficient de corrélation de produit-moment de Pearson a été utilisé. Nous avons
considéré trois scénarios différents pour étudier les possibles corrélations : chaque zone
vue de façon indépendante, la somme des zones ou un point de vue global en considérant
la totalité de la lésion et l’infiltration moyenne des macrophages. Comme indiqué par
les résultats donnés dans le tableau 2.6, aucune corrélation significative n’a été trouvée.
Par conséquent, la répartition des contraintes et déformations au sein des plaques de
souris apoE-/- n’est pas corrélée à l’intensité du phénomène inflammatoire mesurée par
la densité de macrophages.

Tableau 2.6. Coefficient de corrélation de produit-moment de Pearson entre l’infiltration des macrophages au
sein des lésions athérosclérotiques des souris apoE-/- et (a) les contraintes équivalentes de Von Mises moyennes,
(b) les déformations équivalentes de Von Mises moyennes et (c) les variations moyennes d’amplitude des défor-
mations équivalentes au cours du cycle cardiaque.

Zone de la lésion (a) Mac vs. σvm (b) Mac vs. εvm (c) Mac vs. ∆εvm

Épaules -0.497 (0.171) -0.216 (0.574) -0.477 (0.194)
Avant -0.348 (0.360) -0.213 (0.578) 0.287 (0.456)
Centre -0.030 (0.945) -0.308 (0.417) -0.276 (0.472)
Arrière 0.146 (0.707) -0.244 (0.534) 0.419 (0.261)

Lésion totale -0.270 (0.111) -0.219 (0.196) -0.170 (0.321)

Moyenne 0.330 (0.386) 0.280 (0.465) 0.527 (0.145)

La valeur p est indiquée entre parenthèses.
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2.5 Discussion

La rupture des plaques vulnérables coronariennes et les thromboses qui s’en suivent
représentent les principales causes des évènements coronariens, responsables de la ma-
jorité des décès imputés aux maladies cardiovasculaires (American Heart Association,
2010; OMS, 2009). En utilisant un modèle mécanique utilisant la méthode des éléments
finis, Richardson et al. (1989) ont été les premiers à suggérer l’importance potentielle
des contraintes mécaniques dans le processus de rupture de plaque. Ils ont en parti-
culier montré l’influence des cœurs lipidiques et nécrotiques sur les concentrations de
contraintes dans les chapes fibreuses. Peu après, Loree et al. (1992) ont établi le lien
entre la diminution de l’épaisseur de la chape fibreuse et l’augmentation des contraintes
circonférentielles et Cheng et al. (1993) ont montré que les contraintes mécaniques étaient
significativement plus importante pour les plaques instables que pour les plaques stables.
Ces derniers auteurs ont aussi montré que 58% des sites de rupture observés se situaient
en des lieux de pics de contraintes et quantifié le seuil de rupture de 83% de ces plaques à
300kPa. Toutes ces études ont de plus montré l’importance de la composition des plaques
dans la détermination des contraintes. L’influence des différents critères morphologiques
des plaques sur leur vulnérabilité ont été formalisés par Ohayon et al. (2008). De plus,
Ohayon et al. (2007) ont récemment suggéré l’importance de la prise en compte des
contraintes résiduelles dans la détermination des contraintes au sein de la chape fibreuse.
Ces auteurs ont en particulier montré que négliger cet état résiduel peut potentiellement
conduire à une sur-estimation des contraintes dans les lésions athérosclérotiques.

Par ailleurs, la compréhension des processus biologiques impliqués dans l’athérogenèse
a été considérablement clarifiée depuis une vingtaine d’année par l’utilisation de modèles
animaux comme les souris déficientes en apolipoprotéine E (apoE-/-) (Desai et al., 2008;
Lusis, 2000; Plump et al., 1992; Steinberg, 2002; Tamminen et al., 1999). Les morpho-
logies des lésions développées sont différentes de celles observées chez l’homme et les
plaques de souris ne rompent qu’en des lieux très spécifiques, comme l’artère artère
brachio-céphalique (Johnson et Jackson, 2001). Cette absence de rupture des modèles
animaux est à l’origine d’une polémique sur la validité de ces modèles qui n’a toujours
pas été résolue (Falk et al., 2007; Pendse et al., 2009; Schwartz et al., 2007; Tennent
et al., 2008). Les seules études de répartition des contraintes au sein des plaques de
souris apoE-/- ont été réalisée par Vengrenyuk et al. (2010). Ces auteurs ont en particu-
lier montré l’existence de pics de contraintes au niveau des chapes fibreuses d’animaux
apoE-/- tant pour des anneaux d’arche aortique que pour des anneaux d’artère brachio-
céphalique. Pour leur étude, ces auteurs ont modélisé le comportement des différents
constituants avec des données rhéologiques humaines (Lee et al., 1991; Loree et al., 1994,
1992) et n’ont pas pris en compte l’état de contraintes résiduelles.

C’est dans ce contexte que nous avons réalisé cette étude. Les résultats obtenus au
cours de cette étude pluridisciplinaire indiquent que la morphologie des plaques d’athé-
rome de souris apoE-/- et les propriétés physiques de leurs constituants diffèrent signifi-
cativement de celles observées chez l’homme, avec un développement directement dans
la lumière du vaisseau et une élasticité des matériaux plus élevée. De façon originale,
nous avons réussi à quantifier les distributions spatiales des contraintes résiduelles au
sein de l’aorte de souris saine et pathologique et cela durant toute l’évolution de la ma-
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ladie. L’analyse des distributions de contraintes et déformations résiduelles indique que,
contrairement à l’homme, les lésions athérosclérotiques des souris apoE-/- sont soumises
à de très faibles contraintes. En raison de la faible amplitude de ces contraintes, aucune
corrélation significative n’a pu être mise en évidence entre ces dernières et la localisa-
tion des macrophages. En raison de la faible amplitude des contraintes appliquées aux
lésions, ces résultats permettent d’expliquer l’absence de rupture des plaques d’athérome
aortiques chez la souris apo-/-, qui constitue le modèle expérimental le plus utilisé pour
la mise en évidence des phénomènes biologiques participant à l’athérogénèse.

2.5.1 Développement des plaques

Des souris apoE-/- âgées de 7 à 30 semaines ainsi que des animaux contrôles ont été
utilisés. Les souris femelles apoE-/- ont été nourries avec un régime hypercholéstrolémiant
à partir de l’âge de 5 semaines. Des lésions athérosclérotiques recouvrant la totalité
de la surface de la petite courbure étaient visibles pour tous les animaux du groupe
pathologique à partir de l’âge de 20 semaines. Des développements de telles lésions ont
été obtenus pour des souris mâles apoE-/- plus jeunes par Nakashima et al. (1994). Les
tailles des lésions observées dans cette étude sont en accord avec l’étude de Coleman et al.
(2006) sur des souris apoE-/- mâles et femelles. Le peu de différences observées entre les
lésions des animaux de 20, 25 et 30 semaines a déjà été rapporté et peut être attribué au
faible échantillon d’animaux et la variabilité intrinsèque des lésions (Nakashima et al.,
1994; Plump et al., 1992).

2.5.1.1 Biologie de l’athérogenèse

La caractérisation biologique des plaques d’athérome aortiques a été réalisée sur des
sections aortiques adjacentes par une coloration histologique trichrome hématoxyline,
erythrosine, safran pour la coloration des noyaux, du cytoplasme, et de la fibrose, res-
pectivement, ainsi que par des colorations de Von Gieson (lames élastiques) et de von
Kossa (précipités calciques). La présence et la répartition des cellules musculaires lisses,
des macrophages, et des cellules endothéliales ont également été étudiées par immunohis-
tochimie. Le spectre quasiment complet des lésions d’athérosclérose a été observé pour
les animaux apoE-/-. De nombreuses cellules musculaires lisses ont émigré de la media et
ont colonisé la zone avant de la plaque. Si le changement phénotypique de ces dernières
n’a pas été spécifiquement caractérisé lors de cette étude, il est possible de le suppo-
ser fortement à partir de la production de fibrose jouxtant les cellules musculaires lisses
au sein des plaques et révélée par les colorations HES. L’étude de Seimon et al. (2009)
avait d’ailleurs permis de montrer que les plaques de souris apoE-/- sont constituées à
31% de collagène. Nous n’avons pas observé la présence de réelle chape fibreuse comme
on peut le voir sur les plaques humaines. Santelices et al. (2008) avaient fait le même
constat. Par contre, Rosenfeld et al. (2000) avaient noté une existence fragmentée de
cette chape fibreuse pour l’artère, manquant en de nombreux endroits et même une dis-
parition complète de cette chape pour les animaux âgés de 60 semaines. L’épaisseur de
la chape fibreuse a été évaluée à ∼ 90µm (Seimon et al., 2009).
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Par ailleurs, nous n’avons pas constaté la présence de réels cœurs nécrotiques. Les
zones caractérisées comme riches en lipides se limitent à des amas de cellules spumeuses
et des accumulations de lipides extra-cellulaires sous forme de cristal. Ces observations
sont en accord avec la plupart des études (Coleman et al., 2006; Rosenfeld et al., 2000;
Tennent et al., 2008) sur ce modèle. La présence de nombreux macrophages au sein de
la plaque pourrait expliquer ce point. C’est en tout cas ce qui est suggéré par l’étude de
Thorp et al. (2009) montrant l’augmentation du processus apoptotique des macrophages
spumeux et la formation de zones nécrotiques lorsque les souris apoE-/- sont déficientes
en Bcl-2. C’est ce qui est aussi montré par l’étude de Seimon et al. (2009) avec des souris
apoE-/- déficientes en p38α MAPK. La présence massive de macrophages au sein des
plaques de souris semble donc être un élément clé. En effet, il est maintenant bien établi
que la densité de macrophages au sein des plaques est un bon indicateur de leur stabilité
(Clarke et Bennett, 2009; Cullen et al., 2005; Tabas, 2009). Ces derniers phagocytent
les résidus apoptotiques, participent à l’épuration progressive des lipides et évitent ainsi
d’éventuels processus de nécrose (Tabas, 2005), mais produisent aussi du collagène et des
inhibiteurs de MMP ayant indéniablement un rôle stabilisateur des lésions (Cullen et al.,
2005; Hansson, 2005).

À cette abondance de macrophages observée, nous devons ajouter que les colorations
de von Kossa effectuées lors de cette étude n’ont pas révélé de calcifications. Ce résultat
est en accord avec l’étude de Tennent et al. (2008) sur les sinus aortiques de souris de 77
semaines ou avec l’étude de Zeadin et al. (2009) sur la base aortique ; mais en contradic-
tion avec la récente étude de Hofmann Bowman et al. (2011) révélant des calcifications
des arches aortiques pour des animaux plus âgés (∼ 45 semaines) ou les récentes obser-
vations de Yao et al. (2010) montrant une calcification importante derrière les plaques
des sinus aortiques de souris apoE-/- mâles et femelles. Par ailleurs, mais cette fois sur
une plaque de carotide de souris apoE-/-, Debernardi et al. (2010) ont montré la présence
de quelques micro-calcifications à partir de la quantification du rayonnement X émis
par suite de bombardement de protons et permettant de détecter des traces d’éléments.
Notez que la présence de nodules calciques au sein des plaques est considérée comme
un indicateur de vulnérabilité (Virmani et al., 2006). Leur absence au sein des plaques
étudiées indique au moins l’absence de ce facteur d’instabilité.

Nous n’avons pas, non plus, observé la formation de néo-vaisseaux associée au pro-
cessus d’angiogénèse. Moulton et al. (1999) ont obtenu des résultats similaires avec des
épaisseurs de lésions comprises entre 100 et 250µm comme dans notre étude. Toutefois
et comme rapporté par la récente étude de Tanaka et al. (2011) sur le même modèle de
souris, le processus de néo-angiogénèse peut être stimulé par l’injection dans l’adventice
de facteur de croissance basique de fibroblaste (bFGf). Ces auteurs ont en particulier
montré que le développement du vasa-vasorum accélère la progression des plaques de
souris apoE-/- mâles. Notre modèle expérimental en est exempt.

En résumé, les plaques développées par notre modèle de souris apoE-/- n’ont mani-
festement pas tout le spectre des lésions observées chez l’homme. De plus, notre étude
biologique n’a rien apporté de nouveau sur la compréhension des processus biologiques ;
mais là n’était pas sa vocation. Nous souhaitions avoir un modèle expérimental représen-
tatif des premiers stades de développement de l’athérosclérose et c’est ce que nous avons
obtenu : les lésions observées sont en accord avec les descriptions biologiques actuelles
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de l’athérogenèse (Hansson, 2005; Lusis, 2000; Ross, 1999). Notons enfin que cette étude
biologique nous a permis de caractériser chaque plaque d’athérome selon trois classes de
constituants : des régions riches en lipides, des régions riches en fibrose et des régions
riches en cellules musculaires lisses. Cette délimitation a été utilisée pour la segmentation
des images de plaques, nécessaire à l’analyse de reconstruction des contraintes résiduelles
en utilisant la méthode des éléments finis.

2.5.1.2 Morphologie des plaques de souris

La morphologie des plaques d’athérome aortiques de souris est différente de celle des
plaques humaines, avec un développement empiétant directement dans la lumière du
vaisseau. L’apparition des lésions dans les arches aortiques à partir de 20 semaines a été
concomitante à des changements morphologiques dans la paroi des vaisseaux attenante
aux lésions. De façon plus spécifique, une augmentation significative de l’épaisseur de la
média et de l’adventice a été observée pour les animaux apoE-/- mais pas pour les ani-
maux du groupe contrôle. Santelices et al. (2008) avaient obtenus des résultats similaires
en comparant les aortes thoraciques de souris mâles apoE-/- et contrôle. Dans notre étude,
cet épaississement a été trouvé plus important en arrière des plaques. De façon complé-
mentaire, nous avons noté une baisse significative de la tortuosité des lames élastiques
dans les parois artérielles du groupe pathologique attenantes aux plaques. Des résultats
similaires ont été obtenus par Jones et al. (2005) sur des artères brachio-céphaliques de
souris apoE-/-. Ces auteurs avaient de plus observé de nombreuses ruptures des lames
élastiques dans la paroi au niveau des épaules des plaques (e.g., 10% de rupture des lames
à 30 semaines et 15% à 50 semaines). Nous n’avons pas observé ce phénomène dans les
anneaux d’arche aortique mais il est intéressant de noter que l’étude de Wang et al.
(2009) a récemment montré que les ruptures de lames élastiques précèdent l’apparition
de nodules calciques dans les lésions.

Quoi qu’il en soit, les épaississements observés et cette modification structurelle asso-
ciée à l’étirement des lames élastiques témoignent d’un remodelage des parois artérielles
localisé à l’arrière des plaques. La relative invariance de l’aire de la lumière lors du dé-
veloppement des plaques et l’augmentation du périmètre intérieur mesuré à la jonction
entre l’intima et la media suggère un remodelage positif de la paroi artérielle. Ce phé-
nomène a été rapporté et décrit par Glagov et al. (1987) pour les plaques humaines
qui peuvent se développer longtemps sans altérer le calibre vasculaire, l’augmentation
de volume des plaques étant compensée par une augmentation de taille des vaisseaux.
Il semblerait que les lésions des souris observées au cours de cette étude en soient à ce
stade de développement.

2.5.1.3 Angle d’ouverture

La mesure des contraintes globales contenues dans la paroi de l’aorte a été réalisée
grâce à la mesure de l’angle d’ouverture d’une section aortique non fixée de faible épais-
seur. Les mesures d’angle d’ouverture effectuées sur les anneaux du groupe contrôle sont
en accord avec les données de Guo et Kassab (2003) ou de Wagenseil et al. (2005).
Un angle moyen de 110 deg a été mesuré. Concernant les angles d’ouverture mesurés
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pour les anneaux avec plaques, nous avons noté une augmentation significative de l’angle
d’ouverture entre les animaux apoE-/- âgés de 15 et 20 semaines. Cette évolution est
concomitante avec l’apparition des plaques et se stabilise par la suite vers une valeur
d’angle d’ouverture voisine de 230 deg pour les animaux âgés de 20, 25 ou 30 semaines.
Nos valeurs sont globalement en accord avec celles de l’étude de Gregersen et al. (2007)
sur des souris apoE-/- mâles, même si anticipées en âge.

Des géométries similaires en W avaient été obtenues par Matsumoto et al. (1995) sur
des aortes de lapin. Ils avaient en particulier constaté que l’angle d’ouverture augmentait
avec la taille de la lésion mais diminuait avec le niveau de calcification des plaques. En
extrapolant aux plaques d’aorte de lapin la conjonction avancée par Wang et al. (2009)
pour les plaques de souris, la diminution de l’angle d’ouverture observée par Matsumoto
et al. (1995) semble être associée aux ruptures de lames élastiques. Quoi qu’il en soit, les
géométries obtenues après une coupe des anneaux d’arche aortique sont très fortement
courbées et bien que Matsumoto et al. (1995) en aient proposé un modèle géométrique
pour déterminer l’état de déformation, il nous est apparu impossible de pouvoir estimer
les états de contraintes et de déformations résiduelles avec un tel modèle. C’est donc dans
ce contexte que nous avons conçu cette étude de mécanique numérique de reconstruction
des états résiduels.

2.5.2 Quantification des contraintes résiduelles

À notre connaissance, c’est la première fois que les distributions spatiales des
contraintes résiduelles au sein de l’aorte de souris saine et pathologique ont été quanti-
fiées. Ce travail original, basé sur la méthode de l’angle d’ouverture, est le fruit d’une
démarche pluridisciplinaire impliquant des biologistes et des biomécaniciens. À partir de
l’étude biologique, les images des anneaux ouverts d’aortes saines ou pathologiques de
souris ont été segmentées par les biologistes. Chaque anneau a été décomposé en quatre
types de constituants. Les régions délimitées ont été directement utilisées pour modéli-
ser la géométrie des anneaux en utilisant la méthode des éléments finis. Un modèle de
comportement a été alloué à chaque type de composant.

Les anneaux sains se limitent à la seule paroi artérielle pour laquelle nous n’avons
pas fait de distinction entre les tuniques. Nous avons décrit le comportement des parois
artérielles avec le modèle de comportement hyperélastique anisotrope à deux familles de
fibres de Holzapfel et al. (2000). Nous avons mis au point une méthode d’optimisation sé-
grégée permettant de déterminer les constantes rhéologiques à partir d’essais d’inflation
extension. Cette méthode s’est révélée beaucoup plus robuste que la méthode directe
d’identification proposée par St̊alhand et Klarbring (2006). Nous avons déterminé les
constantes rhéologiques à partir des données expérimentales de Wagenseil et al. (2005)
obtenues sur des aortes thoraciques de souris saines. Le set de constantes rhéologiques
s’est révélé cohérent avec les données expérimentales d’essais d’inflation-extension effec-
tués par Santelices et al. (2008) ou par Carta et al. (2009). De façon intéressante, nous
avons montré que l’utilisation du modèle à quatre familles de fibres proposé par Baek
et al. (2007) n’apporte pas d’amélioration réelle pour la description du comportement
des aortes de souris. Les modèles de comportements de Holzapfel et al. (2000) et de
Baek et al. (2007) ont été implémentés en utilisant une formulation corotationnelle. Ces
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implémentations ont été comparées aux solutions analytiques de cylindre sous pression.
L’utilisation d’une forme quasi-incompressible des modèles de comportement s’est révélée
pertinente et nous avons validé nos implémentations.

Les constituants des plaques ont été regroupés en trois classes : les zones riches en
lipides, les zones riches en cellules musculaires lisses et les zones riches en fibrose. La
caractérisation des propriétés mécaniques des constituants des plaques a été réalisée en
microscopie de force atomique (AFM). Ces mesures ont permis de déterminer le module
de Young des trois zones d’intérêt. En accord avec les mesures effectuées par indentation
AFM, le comportement mécanique de chaque classe de constituant des plaques a été
décrit par un modèle de comportement isotrope, linéaire et incompressible de type Néo-
Hookéen (Mooney, 1940; Rivlin, 1948a).

Enfin, nous avons adapté la méthode numérique de reconstruction des contraintes
résiduelles mise au point par Ohayon et al. (2007) aux géométries complexes des an-
neaux de souris apoE-/-. Cette méthode est basée sur l’appariement des nœuds des deux
segments coupés, en faisant l’hypothèse de déformations planes. L’avantage de cette for-
mulation par rapport à celle proposée par Balzani et al. (2007) est qu’elle ne nécessite
pas d’artifice de pénalité, difficile à manipuler pour exploiter ensuite les conséquences des
contraintes résiduelles. En effet, Balzani et al. (2007) ont mis au point une méthode où
les nœuds adjacents sont liés par des ressorts. Si cette méthode permet la fermeture, elle
ne permet pas la mise en pression physiologique. Dans notre cas, nous avons réalisé la
fermeture numérique en imposant le déplacement des nœuds. Cette méthode a été validée
en comparant nos simulations avec la solution analytique du problème de fermeture et
d’inflation d’un secteur cylindrique (Holzapfel et al., 2000; Humphrey, 2002).

2.5.2.1 Contraintes résiduelles au sein des artères saines

De façon originale, nous avons reconstruit les états résiduels de contraintes et de dé-
formations d’artères de souris du groupe contrôle. Nous avons obtenu pour tous les cas un
état de compression circonférentielle du coté de la lumière et un état d’extension du coté
extérieur du vaisseau. Ces distributions résiduelles ont été trouvées cohérentes, tant en
distribution qu’en amplitude, par rapport à un modèle idéalisé équivalent ayant l’angle
d’ouverture moyen de 110 deg déterminé expérimentalement. Raghavan et al. (2004) en
étaient arrivés à la même conclusion. Ce résultat tend à montrer qu’il n’est pas nécessaire
de reconstruire les états résiduels pour avoir une image raisonnable des distributions de
contraintes et de déformations résiduelles des artères de souris saines. Par contre, nous
avons noté l’influence des épaisseurs et courbures locales sur l’estimation des états de
contraintes et de déformations en conditions physiologiques. En particulier, nous avons
obtenu des valeurs maximales de contraintes circonférentielles plus de deux fois supé-
rieures à celles calculées avec la géométrie idéalisée. Notez que nous avons bien observé
une certaine homogénéisation des contraintes équivalentes de Von Mises sur l’épaisseur
de la paroi avec le modèle idéalisé équivalent avec une valeur minimale de 85kPa sur la
paroi intérieure et une valeur de 100kPa sur la paroi extérieure. Ce point est en adéqua-
tion avec l’influence physiologique supposée des contraintes résiduelles (Bustamante et
Holzapfel, 2010; Holzapfel et Ogden, 2010b; Olsson et al., 2006; Rachev et Greenwald,
2003).
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En comparant les états physiologiques avec et sans prise en compte de l’état résiduel,
nous avons constaté que les distributions de contraintes et de déformations ne changent
pas fondamentalement mais sont systématiquement d’amplitude plus faible dans le cas
reconstruit. Ce résultat est, dans une certaine mesure, en adéquation avec les prédic-
tions du modèle idéalisé équivalent avec lequel nous avons calculé une inversion inté-
rieur/extérieur entre les lieux de plus forte contrainte circonférentielle. Cette inversion
est couramment attribuée à l’état de compression intérieure, permettant de minimiser les
contraintes à l’état physiologique (Ohayon et al., 2008). Au niveau des quelques zones les
plus épaisses des géométries réelles, nous avons observé des distributions similaires avec
le cas idéalisé, que ce soit avec ou sans reconstruction de l’état résiduel. Ces résultats
semblent donc indiquer que les effets de géométrie sur les distributions physiologiques
sont plus importants que ceux associés à la prise en compte des contraintes résiduelles.

Influence de l’angle d’ouverture Pour étudier l’influence de l’angle d’ouverture sur
les niveaux de contraintes résiduelles et physiologiques, nous avons considéré le même
anneau artériel fermé idéalisé que précédemment et supposé aucune variation de longueur
(λ = 1). Comme notre solution est construite à partir des rayons ouverts, nous avons
déterminé les rayons initiaux intérieurs et extérieurs en faisant l’hypothèse d’épaisseur
constante de la paroi artérielle entre les géométries ouvertes et fermées. Pour simuler
l’état physiologique, nous avons considéré une pression systolique de 14.5 kPa. Enfin,
nous avons fait varier l’angle d’ouverture α entre 0°et 150°. Nous avons représenté nos
résultats sur la figure 2.36. Commençons par préciser, comme attendu, que nous re-
trouvons bien les résultats connus sur l’influence de l’angle d’ouverture sur le niveau
de contraintes résiduelles (Olsson et al., 2006; Rachev et Greenwald, 2003). En effet,
plus l’angle d’ouverture augmente, plus les variations de contraintes circonférentielles et
axiales augmentent entre les rayons intérieurs et extérieurs (fig. 2.36b et c) et se res-
sentent évidemment sur le niveau de contraintes équivalentes de Von Mises (fig. 2.36d).
Il est tout de même intéressant de noter que ces variations se ressentent peu au niveau
des contraintes radiales, que ce soit à l’état résiduel (fig. 2.36a) ou à l’état physiologique
moyen (fig. 2.36e). Par contre et ce qui nous semble beaucoup plus important concerne
les niveaux de contraintes physiologiques. En effet, il est très clair qu’il existe un angle
d’ouverture optimal pour lequel le niveau de contraintes équivalentes de Von Mises est
quasiment constant sur toute l’épaisseur de la paroi (fig. 2.36h, courbe α = 90°). C’est
cette capacité à homogénéiser le niveau de contraintes équivalentes de Von Mises sur
l’épaisseur de la paroi en conditions physiologiques qui est souvent mise en avant (Alas-
trué et al., 2007; Olsson et al., 2006; Rachev et Greenwald, 2003; Wagenseil et Mecham,
2009). Toutefois, nos résultats montrent bien qu’il n’est pas raisonnable de penser que
plus l’angle d’ouverture est grand, plus les contraintes physiologiques sont homogénéisées.
En effet, en comparant toutes les courbes avec celles à angle d’ouverture nul, c’est à dire
avec l’anneau sans contraintes résiduelles, il est très clair que les résultats obtenus sont
sensiblement différents et qu’il existe une valeur de l’angle d’ouverture optimale ou « ho-
méostatique ». Il est d’ailleurs amusant de remarquer que l’homogénéité des contraintes
circonférentielles est obtenue pour une valeur d’angle d’ouverture différente de celle des
contraintes équivalentes de Von Mises (fig. 2.36f, courbe α = 50°).
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Figure 2.36. Illustration de l’influence de l’angle d’ouverture sur les niveaux de contraintes résiduelles et
physiologiques au sein des anneaux artériels idéalisés. Nous avons considéré différents niveaux d’angle d’ouverture
d’un même anneau fermé et avons considéré aucun allongement selon la direction axiale. La colonne de gauche
traduit l’influence de l’angle d’ouverture α sur les contraintes résiduelles (a) radiales, (b) circonférentielles, (c)
axiales et (d) équivalentes de Von Mises. La colonne de droite traduit l’influence de l’angle d’ouverture α sur
l’estimation des contraintes physiologiques (e) radiales, (f) circonférentielles, (g) axiales et (h) équivalentes de
Von Mises lorsqu’une pression de 14.5 kPa est appliquée à l’intérieur du vaisseau.
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Figure 2.37. Illustration de l’influence de la géométrie et des contraintes résiduelles sur l’homogénéisation
physiologique systolique des contraintes équivalentes de Von Mises. Le critère d’homogénéisation ∆σvm =
100 (σvm(re) − σvm(ri))/σvm(re) est représenté en fonction de l’épaisseur de paroi non-déformée normalisée
(Re − Ri)/Re et de l’angle d’ouverture α. Le trait bleu indique l’optimum (∆σvm = 0) et le point noir le cas
idéalisé correspondant aux aortes de souris saines étudiées avec une valeur du critère ∆σvm ∼ 15%. Des isovaleurs
de contraintes équivalentes de Von Mises au niveau de la paroi extérieure sont représentés en trait noir.

Influence de la géométrie Comme pour l’angle d’ouverture, il est difficile d’évaluer
à partir des géométries réelles l’influence de la géométrie. Ainsi, pour évaluer l’influence
de la géométrie des anneaux sur les niveaux de contraintes résiduelles, nous avons une
fois de plus repris le cas idéalisé. Nous avons conservé son rayon extérieur de 445µm mais
avons fait varier son épaisseur. Comme nous venons d’introduire la notion d’homéosta-
sie, nous discutons l’influence de la géométrie à travers un critère d’homogénéisation des
contraintes équivalentes de Von Mises dans l’épaisseur des anneaux. Une représentation
de ce critère comme une fonction de l’épaisseur de l’anneau fermé et de l’angle d’ou-
verture est proposée figure 2.37. Cette représentation originale permet d’appréhender
simplement les effets concourants de la géométrie et de l’angle d’ouverture. En effet,
il est très clair que pour une épaisseur donnée, il existe toujours un angle d’ouverture
conduisant à une distribution parfaitement homogène des contraintes équivalentes de Von
Mises en conditions physiologiques. Cet angle d’ouverture est d’autant plus faible que
l’anneau considéré est épais. Dans le cas des aortes de souris saines de notre étude, l’angle
homéostatique serait voisin de 85°. Par ailleurs, pour un angle d’ouverture donné, trois
situations existent : (1) soit l’angle est supérieur à l’angle homéostatique, auquel cas,
épaissir un anneau conduit à s’éloigner des conditions homéostatiques, (2) soit l’angle
est inférieur à l’angle homéostatique mais supérieur à 30°, auquel cas, épaissir un anneau
conduit à se rapprocher des conditions homéostatiques et enfin (3) si l’angle d’ouverture
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est inférieur ou égal à 30°, l’influence de l’épaisseur de l’anneau sur l’homéostasie est
négligeable. Avant de poursuivre, notons que ces éléments de discussion sont spécifiques
au modèle de comportement des aortes de souris et ne constituent en aucun cas une géné-
ralité. Toutefois, cette simple représentation permet, à notre opinion, d’appréhender un
peu mieux la complexité des distributions de contraintes observées au sein des anneaux
du groupe contrôle. En effet, on peut légitimement avancer qu’une épaisseur trop fine
en certaines portions conduit à une homogénéisation de la distribution des contraintes
équivalentes de Von Mises, mais au détriment de leur augmentation d’amplitude. À l’in-
verse, une épaisseur trop importante conduit à augmenter les variations de contraintes
au sein de la paroi tout en diminuant globalement leur amplitude. Comme il apparâıt
clairement à l’observation de la figure 2.37, ces effets sont loin d’être symétriques et
dépendent très largement de l’allongement local du vecteur matériel EΘ correspondant
aux lames élastiques et pouvant s’apparenter à une mesure locale de l’angle d’ouverture.
Ainsi, une courbure opposée à la courbure moyenne augmente la valeur locale de l’angle
d’ouverture et conduit à augmenter l’inhomogénéité de la distribution des contraintes
équivalentes. Inversement, une courbure de même sens que la courbure moyenne mais
d’amplitude plus importante conduit à inverser la distribution des contraintes équiva-
lentes. C’est notamment ce que nous avons observé au niveau des segments coupés avec
des pis de contraintes équivalentes à l’intérieur de la paroi. Quoi qu’il en soit, les isova-
leurs de contraintes équivalentes de Von Mises au niveau de la paroi extérieure montrent
clairement que les effets de courbure se ressentent assez peu sur le niveau de contrainte
lorsque l’épaisseur est fine. Par contre ces effets augmentent à mesure que l’épaisseur
augmente. C’est bien ce que nous avons constaté au niveau des zones fortement courbées
des anneaux des souris du groupe contrôle.

Influence de l’allongement axial À ce stade de la discussion, il est important de
rappeler que tous nos calcul ont été réalisés avec l’hypothèse de déformations planes et
sans considérer d’allongement axial, simplement pas méconnaissance de sa valeur. Tou-
tefois, il semble important de discuter son influence potentielle sur les résultats obtenus.
Pour ce faire, nous avons considéré le même anneau artériel idéalisé que précédemment
avec les mêmes caractéristiques rhéologiques et avons fait varier le facteur d’extension
λ entre 1 et 1.3. Une représentation des variations des contraintes équivalentes de Von
Mises est proposée figure 2.38. À la lecture de ces éléments graphiques de discussion,
le premier constat concerne l’amplitude des contraintes équivalentes de Von Mises qui
augmente à mesure que l’extension axiale augmente (fig. 2.38). Le second constat, proba-
blement plus intéressant, concerne la relative invariance de la distribution des contraintes
équivalentes de Von Mises à mesure que l’on étire l’anneau artériel. Ce résultat montre
clairement que, quel que soit la valeur du facteur d’extension physiologique, la déter-
mination de l’angle d’ouverture reste fondamentale pour déterminer la distribution des
contraintes dans la paroi. En particulier, pour les quatre niveaux d’extension considérés,
l’angle d’ouverture optimal ou « homéostatique » reste inchangé. Ainsi, pour notre cas
idéalisé d’aorte de souris saine, l’allongement axial n’influe que sur l’amplitude mais non
sur la distribution des contraintes équivalentes. En d’autres termes, il n’est pas nécessaire
d’estimer les variations de longueur des anneaux lors de leur excision et/ou de connâıtre
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Figure 2.38. Illustration de l’influence du facteur d’extension λ sur les niveaux de contraintes équivalentes de
Von Mises physiologiques au sein des anneaux artériels idéalisés. Pour chaque série de courbes associée à un
allongement, nous avons considéré 8 angles d’ouverture du même anneau (α ∈ [0 30 50 70 90 110 130 150]) et
dont l’ordre est indiqué par les flèches courbes.

les variations de longueur de ces anneaux en conditions physiologiques pour formuler des
hypothèses raisonnables quant à leur comportement. Quoi qu’il en soit et pour conclure
ce paragraphe sur l’influence de l’allongement axial, finissons par constater que sa dé-
termination semble importante pour estimer correctement les niveaux de contraintes en
conditions physiologiques mais qu’elle ne doit en aucun cas se faire en omettant la valeur
de l’angle d’ouverture gérant lui la distribution des contraintes dans l’épaisseur.

2.5.2.2 Contraintes résiduelles au sein des artères pathologiques

De façon originale nous avons reconstruit les états de contraintes résiduels au sein
d’anneaux avec plaques des animaux apoE-/-. C’est la première fois qu’une telle étude
est réalisée. Pour y parvenir, nous avons développé une stratégie de fermeture spécifique
permettant notamment de passer le point de flambement des géométries en W. Nous
avons ainsi réussi à reconstruire l’état de contraintes et de déformations résiduel de tous
les cas traités. Après quoi, nous avons imposé une pression intérieure correspondant aux
pressions physiologiques observées (Custodis et al., 2008).

Les reconstructions ont révélé des états de contraintes résiduels similaires pour tous
les cas. Les valeurs maximales de contraintes équivalentes de Von Mises ont été observées
dans les parois. Ces valeurs ont été corrélées aux valeurs maximales de contraintes cir-
conférentielles, majoritairement situées au niveau des épaules des plaques. Ces zones ne
correspondent pas aux zones les plus courbées des parois. Par ailleurs et par rapport aux
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portions de parois libres de plaques, des zones de plus grande extension circonférentielle
ont été observées derrière les plaques. Ce résultat est en adéquation avec ce qui a été
observé par histologie au niveau des coupes adjacentes. En effet, les colorations de Von
Gieson permettant de voir les lames élastiques ont permis d’observer une tortuosité de
ces dernières significativement plus faible derrière les plaques par rapport au reste des
parois. Or une faible tortuosité semble être un signe d’allongement circonférentiel et donc
de contraintes associées. Sur ce point, les résultats de la modélisation sont donc en accord
avec les observations. Ce résultat observé dans les parois artérielles montre clairement
les effets des plaques sur les niveaux de contraintes résiduelles circonférentielles. Malgré
tout, le résultat fort de ces reconstructions concerne les faibles niveaux de contraintes
résiduelles observés dans les plaques, avec des valeurs comprises entre 0 et 60kPa. Les
pics de contraintes ont majoritairement été observés au niveau des épaules des plaques.
Hormis ces pics, l’amplitude des contraintes équivalentes a été trouvée inférieure à 15kPa.
Jusqu’alors inconnu, ce résultat tend à montrer que, contrairement aux parois artérielles,
les plaques de souris n’ont que de très faibles contraintes résiduelles. Toutefois, ces très
faibles niveaux de contraintes sont manifestement associés aux propriétés rhéologiques
des constituants des plaques. En effet, les niveaux de déformations efficaces ont été trou-
vés sensiblement plus importants dans les plaques par rapport aux parois. Enfin, tous
les pics de déformations observés au niveau des épaules ont été corrélés à un « pic » de
contraintes mais les très forts niveaux de déformation associés à la présence d’un cœur
lipidique n’ont pas révélé de pic de contraintes associés en particulier comme ce qui était
attendu au niveau de la chape fibreuse.

Nos simulations des états physiologiques en tenant compte des reconstructions des
états de contraintes et de déformations résiduels ont révélé que, contrairement à la paroi
artérielle, les plaques de souris ne sont que très faiblement sollicitées mécaniquement.
En particulier, nous avons montré que l’ont pouvait dissocier clairement les niveaux de
contraintes équivalentes de Von Mises dans les plaques des parois artérielles. Le niveau de
contraintes équivalentes observé dans les plaques est globalement inférieur à 60kPa. Cette
valeur est à comparer aux valeurs maximales dans les parois de l’ordre de 350kPa. Dès
lors, tout semble indiquer que les plaques de souris se sont développées comme de simples
excroissances, sans réelle influence sur les caractéristiques géométriques et mécaniques
des parois artérielles en conditions in vivo. Ce très faible niveau de contraintes observé
dans les plaques constitue le résultat majeur de cette étude. Ce constat a été corroboré
par l’indice de sténose, trouvé relativement faible pour tous les cas, malgré quelques
plaques particulièrement volumineuses.

2.5.3 Contraintes dans les parois saines : Homme vs Souris

Comme en mécanique, il est axiomatique de considérer que, pour un problème donné,
l’état de contrainte d’un corps matériel dépend de sa rhéologie, il nous semble impor-
tant d’illustrer son influence sur les résultats obtenus. C’est ce que nous avons fait en
considérant le comportement mécanique de la media de coronaire humaine, décrite par
la densité d’énergie de déformation
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et les constantes rhéologiques µ = 2.54kPa, k1 = 21.6kPa, k2 = 8.21[-], ρ = 0.25[-] et
l’angle d’orientation des fibres croisées β = 20.61°données par Holzapfel et al. (2005b).
Les résultats de cette comparaison sont donnés figure 2.39.

Le premier point que nous souhaitons mentionner concerne les géométries physiolo-
giques sensiblement différentes avec en particulier un diamètre de lumière toujours plus
important avec la rhéologie d’aorte murine. Le second point fondamental qui émerge est
une homogénéisation plus faible des contraintes circonférentielles sur l’épaisseur des pa-
rois avec la rhéologie de coronaire humaine. Enfin, si les effets de courbure et d’épaisseur
ont été trouvés relativement importants avec la rhéologie murine, il semblerait que seuls
les effets de courbure subsistent avec la rhéologie de coronaire humaine. Quoi qu’il en
soit, cette comparaison entre les rhéologies murine et humaine montre l’importance du
modèle de comportement utilisé et qu’il n’est pas forcément raisonnable de considérer
un modèle de comportement humain comme l’avaient fait Vengrenyuk et al. (2010) pour
décrire le comportement des parois artérielles d’aortes de souris. Ainsi, cette comparai-
son montre l’importance des efforts développés pour la description du comportement des
aortes étudiées et, dans une certaine mesure, conforte nos résultats d’identification de
part leur cohérence.

2.5.4 Vulnérabilité des plaques : Homme vs Souris

En suivant les pionniers Richardson et al. (1989), Loree et al. (1992) ou Cheng et al.
(1993), le niveau de contraintes au niveau de la chape fibreuse peut être considéré comme
un bon indicateur du degré de vulnérabilité d’une plaque. Dans notre étude, toutes les
plaques de souris analysées doivent être considérées comme non vulnérables. Ce résultat
est en complète contradiction avec l’étude de Vengrenyuk et al. (2010) ayant montré
l’existence de nombreux sites de vulnérabilité au sein des plaques de souris apoE-/-. Or
deux considérations majeures distinguent notre étude de la leur : (1) ils n’ont pas pris en
compte l’état de contraintes résiduel et (2) ils ont modélisé le comportement des parois
et des différents constituants des plaques avec des données rhéologiques humaines (avec
les données de Lee et al., 1991; Loree et al., 1994).

2.5.4.1 Importance des contraintes résiduelles

L’importance de la prise en compte des contraintes résiduelles dans la détermination
des contraintes au sein de la chape fibreuse avait été suggérée par l’étude de Ohayon
et al. (2007) sur des coronaires humaines. Malgré tout, l’étude de Vengrenyuk et al.
(2010) soulève à notre avis plusieurs questions fondamentales et une mise en parallèle
des plaques de souris et d’homme semble inévitable. Dans cette optique, nous avons
repris les géométries de coronaires humaines avec plaques de l’étude de Ohayon et al.
(2007). Le comportement mécanique de la paroi artérielle a été modélisé avec la densité
d’énergie de déformation à deux familles de fibres proposée par Holzapfel et al. (2005b) et
nous avons considéré leur set de données rhéologique de la media de coronaire humaine.
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Figure 2.40. Exemples de reconstructions de l’état de contraintes résiduelles au sein de coronaires humaines
avec plaques et estimation des distributions de contraintes équivalentes de Von Mises en conditions physiologiques
systoliques. Après fermeture, une pression interne de 16kPa, correspondant à la pression systolique humaine, est
imposée. (a) Géométries ouvertes supposées libres de contraintes : la paroi artérielle (�), le cœur nécrotique
(�) et la fibrose (�). (b) Distribution résiduelle des contraintes équivalentes de Von Mises et (c) distribution à
l’état systolique.

Nous avons conservé les modules de Young de la fibrose (E = 500kPa) et du cœur
nécrotique (E = 5kPa) de l’étude de Ohayon et al. (2007). Pour reconstruire les états
résiduel, nous avons utilisé la méthode développée au cours de cette étude. Les conditions
physiologiques ont été simulées avec l’application d’une pression sanguine systolique de
16kPa. Les résultats de ces reconstructions sont donnés figure 2.40.

Comme attendu, les résultats obtenus sont en adéquation avec ceux obtenus par
Ohayon et al. (2007). En particulier, nous avons obtenus des pics de contraintes rési-
duelles et systoliques localisés aux mêmes endroits et d’amplitude similaire. On notera
toutefois les effets du modèle de comportement anisotrope non linéaire de la paroi sur les
niveaux de contraintes . En effet, Ohayon et al. (2007) avaient décrit le comportement
de la paroi avec un modèle isotrope linéaire et avaient obtenus les pics de contraintes
physiologiques à la jonction entre la media et l’intima. Dans notre modélisation, les pics
de contraintes physiologiques des cas 1 et 3 se situent sur la paroi extérieure et sont
d’amplitude double de ceux trouvés par Ohayon et al. (2007). Seul le cas 2 s’est révélé
insensible au modèle de comportement de la paroi. Quoi qu’il en soit et c’est le résul-
tat qui nous intéresse, le modèle de comportement de la paroi n’influe que très peu sur
l’amplitude et la localisation des sites de vulnérabilité potentielle.

Par ailleurs et comme Ohayon et al. (2007) l’avaient fait, nous avons évalué l’influence
de la prise en compte ou non des contraintes résiduelles lors de l’estimation des sites
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Figure 2.41. Illustration de l’influence de la reconstruction de l’état de contraintes résiduelles au sein de
coronaires humaines avec plaques sur les distributions de contraintes équivalentes de Von Mises en conditions
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(�) et la fibrose (�). (b) Distribution des contraintes équivalentes de Von Mises pour le cas non reconstruit et
(c) pour le cas reconstruit à partir de la géométrie ouverte.

potentiels de vulnérabilité au niveau des chapes fibreuses. Ces comparaisons sont données
figure 2.41. Tout comme Ohayon et al. (2007) l’avaient montré, tous les cas pour lesquels
l’état de contraintes résiduelles est négligé arborent un pic de contraintes au niveau de
la chape fibreuse. Dans l’étude de Ohayon et al. (2007), aucun de ces pics n’apparaissait
en prenant en compte les contraintes résiduelles. Si c’est ce que nous avons obtenu pour
les cas 1 et 2, ce n’est pas le cas pour le cas 3 pour lequel un pic de contrainte a aussi
été observé dans le cas reconstruit. Cette différence illustre à notre avis l’influence du
comportement plus rigide de la paroi artérielle. Quoi qu’il en soit, les résultats sont clairs
et montrent bien qu’il est fondamental de considérer les contraintes résiduelles pour avoir
une image raisonnable des sites potentiels de vulnérabilité au sein des plaques humaines.

Importance pour des plaques murines Nous avons évalué l’influence de la recons-
truction de l’état résiduel sur les niveaux de contraintes physiologiques estimés. De façon
intéressante nous avons là encore observé une différence fondamentale entre les niveaux
de contraintes équivalentes observés dans les plaques et dans les parois. Les amplitudes
de contraintes observées dans les parois se sont globalement révélées du même ordre de
grandeur avec la même inversion des distributions que celle observée pour les anneaux
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des animaux du groupe contrôle. Par contre, les amplitudes dans les plaques sans la prise
en compte des contraintes résiduelles ont été trouvées près de 3 fois supérieures avec des
distributions fondamentalement différentes. En particulier et pour une majorité des cas,
nous avons vu apparâıtre de nombreux pics de contraintes au niveau des chapes fibreuses.
Ces faux pics de contraintes peuvent amener à considérer, à tort, l’existence de sites de
vulnérabilité des plaques. L’apparition de ces pics peut s’expliquer par la non prise en
compte de l’état de compression de la plaque qui a, même si les contraintes en son sein
sont faibles, un effet compensateur et bénéfique sur le niveau de tension ressentie par la
paroi. Ce qui revient à dire que l’état de contraintes résiduelles au niveau des plaques,
même s’il est de faible amplitude, minimise bien l’état de contrainte en conditions phy-
siologiques. Ce résultat souligne pour les plaques de souris, comme l’avait fait Ohayon
et al. (2007) pour les plaques de coronaires humaines, l’importance de la prise en compte
des contraintes résiduelles pour estimer la vulnérabilité des plaques.

2.5.4.2 Déterminants de vulnérabilité des plaques

En faisant l’hypothèse que notre échantillon de cas traités est représentatif, nous
pouvons nous risquer à extrapoler notre résultat au modèle murin. Auquel cas, les faibles
niveaux de contraintes observés dans les plaques de souris apoE-/- et l’absence de pic de
contrainte au niveau des chapes fibreuses expliquerait leur stabilité et leur non rupture
spontanée. Seulement, à ce stade se pose naturellement la question des déterminants
de cette stabilité observée pour les plaques de souris. À travers cette question, nous
cherchons évidemment des éléments permettant d’expliquer la non rupture des plaques de
souris mais aussi et surtout comprendre pourquoi seules les plaques humaines rompent ?
Pour répondre à cette question, nous avons évalué l’influence des propriétés rhéologiques
et l’influence de la morphologie des plaques sur les niveaux de contraintes physiologiques.
Nous avons intentionnellement focalisé nos analyse au niveau des chapes fibreuses.

Influence de la rhéologie Dans notre étude, les propriétés mécaniques des consti-
tuants des plaques de souris ont été quantifiées à partir de mesures en microscopie de
force atomique (AFM). Les modules de Young des constituants des plaques de souris
déterminés sont beaucoup plus faibles que ceux observés chez l’homme (Lee et al., 1991;
Loree et al., 1994, 1992). Pour évaluer l’influence de la rhéologie des différents consti-
tuants des plaques, nous avons simulé la reconstruction des contraintes résiduelles des
artères du groupe pathologique avec les propriétés rhéologiques de coronaires humaines.
Le comportement mécanique de la paroi artérielle a été modélisé avec la densité d’éner-
gie de déformation à deux familles de fibres proposée par Holzapfel et al. (2005b) et
nous avons considéré leur set de données rhéologique de la media de coronaire humaine.
En ce qui concerne les plaques, nous avons repris les modules de Young de la fibrose
(E = 500kPa) et du cœur nécrotique (E = 5kPa) de l’étude de Ohayon et al. (2007).
Nous n’avons pas fait de distinction entre le comportement des zones de fibrose cellulaire
et hypocellulaire. Une comparaison des cartographies des contraintes équivalentes de Von
Mises en conditions physiologiques est donnée par les figures 2.42 et 2.43.

Les différences observées au niveau des chapes fibreuses entre les rhéologies murines
et humaines sont sans ambigüıté. Toutes les cas traités arborent un pic de contrainte au
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Figure 2.42. Illustration de l’influence de la rhéologie de la paroi artérielle et des constituants des plaques sur
l’état de contraintes équivalentes physiologique au seins d’artères de souris du groupe pathologique âgées de 20
et 25 semaines. Après fermeture, une pression interne de 14.5kPa, correspondant à la pression systolique, est
imposée. (a) Géométries ouvertes. La couleur des éléments représente les constituants : la paroi artérielle (�),
le cœur nécrotique (�), la fibrose hypocellulaire (�) et les cellules musculaires lisses (�). (b) Distribution des
contraintes équivalentes de Von Mises avec la rhéologie murine et (c) avec la rhéologie humaine.



2.5 Discussion 163

0 380

kPa

500µm (a) (b) (c)

p-wk30-s1

p-wk30-s2

0 350

kPa

0 315

kPa
p-wk30-s3

0 1500

kPa

0 1000

kPa

0 550

kPa

0

265

265kPa

0

230

230kPa

200kPa

0

130

0

36

0

25

0

25

Rhéologie murine Rhéologie humaine

Figure 2.43. Illustration de l’influence de la rhéologie de la paroi artérielle et des constituants des plaques sur
l’état de contraintes équivalentes physiologique au seins d’artères de souris du groupe pathologique âgées de 30
semaines. Après fermeture, une pression interne de 14.5kPa, correspondant à la pression systolique, est imposée.
(a) Géométries ouvertes. La couleur des éléments représente les constituants : la paroi artérielle (�), le cœur
nécrotique (�), la fibrose hypocellulaire (�) et les cellules musculaires lisses (�). (b) Distribution des contraintes
équivalentes de Von Mises avec la rhéologie murine et (c) avec la rhéologie humaine.

niveau de la chape fibreuse avec la rhéologie humaine alors qu’aucun de ces pics n’est
présent avec la rhéologie murine. Les amplitudes de ces pics de contraintes sont du même
ordre de grandeur que ceux obtenus par Vengrenyuk et al. (2010). Ce résultat suggère
donc que la rhéologie des plaques est un élément déterminant de stabilité. Toutefois,
cette influence ne doit pas occulter le rôle de la paroi artérielle. En effet, tous les cas
simulés avec la rhéologie humaine montrent une aire de la lumière plus faible que lorsque
la rhéologie réelle est employée. De plus, les niveaux de contraintes atteints à l’exté-
rieur des parois montrent clairement le caractère fortement rigidifiant de ces dernières.
Ce comportement mécanique plus rigide des parois humaine contraint naturellement la
déformation des plaques et en un sens les prédispose à des niveaux de contraintes élevés.
Cette différence observée au niveau de la rigidité des parois pourraient expliquer pour-
quoi les plaques humaines et en particulier les zones fibrotiques soient plus rigides que
les plaques de souris. En d’autres termes, nous avançons la thèse que la rigidité des zones
fibrotiques des plaques est une conséquence directe de la rigidité des parois. Cette idée
permettrait en tout cas d’expliquer les faibles niveaux de contraintes observés au sein
des plaques de souris et finalement d’associer le niveau de contrainte observé dans les
plaques à celui observé dans les parois artérielles.
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Si cette idée demande encore des études pour être confirmée, nous ne résistons à faire
le raccourci rapide qu’il semblerait possible de stabiliser une plaque en assouplissant le
comportement des parois auxquelles elles sont attenantes. C’est ce qui semble se produire
pour les souris apoE-/-. En effet, si l’épaisseur des parois artérielles tend à augmenter
à mesure que les plaques se développent, il semblerait que ce remodelage se fasse au
détriment des ruptures des lames élastiques(Jones et al., 2005; Wang et al., 2009). Or,
nous pouvons légitiment supposer que ces ruptures assouplissent le comportement de la
paroi. En utilisant une image simpliste, les lames élastiques auraient un rôle de « fusible
mécanique », évitant ainsi la densification et donc la rigidification des zones fibrotiques,
notamment au niveau de la chape fibreuse.

Par ailleurs, il est important de remarquer que les situations tissulaires sont diffé-
rentes entre l’homme est la souris. En particulier, les chapes fibreuses humaines sont
majoritairement constituées de fibrose dense, riche en collagène, alors que les chapes fi-
breuses observées au sein des plaques de souris apoE-/- sont principalement de nature
fibro-musculaire. Or une chape fibreuse riche en collagène et pauvre en cellules muscu-
laires lisses sera toujours plus rigide qu’une chape fibreuse riche en cellules musculaires
lisses. Pour illustrer les différences potentielles entre la nature de ces chapes fibreuses,
nous avons reconstruit l’état de contraintes résiduelles et simulé les conditions physiolo-
giques de coronaires humaines avec les caractéristiques rhéologiques murine utilisées au
cours de notre étude. Une comparaison entre les rhéologies humaine et murine pour les
morphologies humaines est donnée figure 2.44.

Le résultat de cette comparaison est sans appel et parfaitement illustré par les pics
de contraintes au niveau des chapes fibreuses, denses en collagène, des cas 2 et 3 dont
les comportements mécaniques sont décrits avec les rhéologies murines. Il est dès lors
très clair que les propriétés rhéologiques de la chape fibreuse seules ne permettent pas
d’expliquer le caractère non vulnérable des plaques de souris. Il apparâıt alors nécessaire
de considérer les caractéristiques morphologiques des plaques.

Influence de la morphologie La morphologie des plaques d’athérome aortiques de
souris apoE−/− est différente des plaques humaines, avec un développement direct dans
la lumière du vaisseau. Toutefois, en considérant des rhéologie humaines, cette morpho-
logie n’empêche pas l’apparition de pics de contraintes au niveau des chapes fibreuses et
leur qualification comme plaque vulnérable. Avec les rhéologies murines ce n’est pas le
cas. Par ailleurs, nous avons montré que les rhéologies murines seules ne conditionnent
pas la stabilité des plaques. Les résultats de ces croisements de rhéologies semblent in-
diquer que les déterminants de vulnérabilité d’une plaque sont donc nécessairement de
nature rhéologique et morphologique. Ainsi, si Loree et al. (1992) avaient établi le lien
entre la diminution de l’épaisseur de la chape fibreuse et l’augmentation des contraintes
circonférentielles, nous avançons la thèse que l’amplitude du pic de contrainte au niveau
de la chape fibreuse dépend non seulement de la morphologie des plaques (des épaisseurs
de la chape fibreuse et du cœur nécrotique), mais aussi d’une certaine compétition entre
le comportement mécanique de la paroi et celui de la chape fibreuse.
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Figure 2.44. Illustration de l’influence de la rhéologie de la paroi artérielle et des constituants des plaques sur
l’état de contraintes équivalentes physiologiques au sein de coronaires humaines. Après fermeture, une pression
interne de 16kPa, correspondant à la pression systolique, est imposée. (a) Géométries ouvertes : la paroi artérielle
(�), le cœur nécrotique (�) et la fibrose hypocellulaire (�). (b) Distribution des contraintes équivalentes de Von
Mises avec la rhéologie humaine et (c) avec la rhéologie murine.

2.5.4.3 Synthèses des principaux résultats

Les résultats indiquent que la morphologie des plaques d’athérome de souris apoE-/-

et les propriétés mécaniques de leurs constituants diffèrent significativement de celles
observées chez l’homme, avec un développement directement dans la lumière du vaisseau
et des modules de Young plus faibles. L’analyse de la distribution des contraintes rési-
duelles indique que, contrairement à l’homme, les lésions athérosclérotiques des souris
apoE-/- sont soumises à de très faibles contraintes. En raison de la faible amplitude de ces
contraintes, aucune corrélation significative n’a pu être mise en évidence entre ces der-
nières et la localisation des macrophages. En raison de la faible amplitude des contraintes
appliquées aux lésions, les résultats de cette étude permettent d’expliquer l’absence de
rupture des plaques d’athérome aortiques chez la souris apoE-/-, qui constitue le mo-
dèle expérimental le plus utilisé pour la mise en évidence des phénomènes biologiques
participant à l’athérogénèse.
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2.5.5 Limitations et perspectives

Grâce à une approche multidisciplinaire incluant des biologistes et des biomécani-
ciens, cette étude réalisée dans le cadre de l’ANR Athebiomech (2006–2009) a permis
un élargissement significatif du champ des connaissances portant sur la souris apoE-/-,
un modèle expérimental de choix pour l’étude des mécanismes conduisant à la surve-
nue des maladies cardiovasculaires. Malgré tout, même si cette étude à ouvert une voie
prometteuse et fait émerger quelques concepts prometteurs permettant d’améliorer la
compréhension du développement des plaques vulnérables, certaines limitations de ce
travail doivent être mentionnées.

Les géométries ont été segmentées par les biologistes à partir des images des anneaux
ouverts sans pouvoir effectuer une étude histologique précise compte tenu de la faible
épaisseur des anneaux utilisés. Les constantes rhéologiques du modèle de comportement
élastique anisotrope non-linéaire des parois artérielles ont été déterminées à partir des
données d’essais effectués sur une portion différente de l’aorte. Les modules de Young du
modèle de comportement élastique isotrope linéaire des constituants des plaques ont été
déterminé par indentation AFM. Cette technique ne permet pas encore de caractériser
le caractère non linéaire des tissus. L’anisotropie du comportement de ces constituants
n’a pas été quantifiée. Quelle que soit la nature des constituants, nous n’avons pas fait
de distinction selon l’âge des animaux, ni considéré leur caractère visco-élastique.

Nous avons fait l’hypothèse que les géométries ouvertes étaient libres de contraintes.
Or des observations effectuées au cours de notre étude montrent clairement que cette
hypothèse n’est pas forcément raisonnable dans tous les cas. Les simulations de fermetures
ont été réalisées avec l’hypothèse de déformations planes et une étude tri-dimensionnelle
conduirait sûrement à des résultats différents. Les conditions aux limites considérées pour
simuler les conditions physiologiques se limitent à l’application d’une pression sanguine
sans prendre en compte les tissus de soutien ou de façon plus générale l’environnement
physiologique complet. Les simulations ont été réalisées en faisant l’hypothèse d’évolution
quasi-statiques. Ces conditions ne permettent pas de considérer le caractère pulsatile du
flux sanguin.

À la lumière de ces limitations, les résultats obtenus demandent encore des investi-
gations expérimentales pour être confirmés. Malgré tout, nos résultats ouvrent une voie
intéressante de recherche quant à l’influence réelle des contraintes résiduelles en condi-
tions physiologiques.



3

Modélisation du développement des
contraintes résiduelles

Dans les sciences naturelles, on ne retrouve plus ces
conditions : homogénéité, indépendance relative des
parties éloignées, simplicité du fait élémentaire, et
c’est pour cela que les naturalistes sont obligés de re-
courir à d’autres modes de généralisation.

Henri Poincaré
(La Science et l’Hypothèse, 1902)

3.1 Introduction

L’un des champs de recherche les plus actifs en mécanique est celle des matériaux
vivants (Epstein et Elżanowski, 2007; Yavari et al., 2006). Contrairement aux matériaux
classiques de l’ingénierie mécanique, les organismes vivants ont une habilité remarquable
à changer non seulement leur géométrie mais aussi leur architecture et leurs propriétés
mécaniques en réponse aux changements de leur environnement (Cowin, 1999; Taber,
1995). Ces évolutions sont à l’origine du développement de contraintes résiduelles (Hol-
zapfel et Ogden, 2010a; Humphrey, 2009b; Skalak et al., 1996). Depuis la mise en évidence
de la présence de contraintes résiduelles au sein des artères (Chuong et Fung, 1986; Vai-
shnav et Vossoughi, 1987), ces dernières ont été considérées comme une caractéristiques
importante de leur comportement mécanique (Fung, 1991; Humphrey, 2003, 2008b) et
leur présence a permis de faire émerger l’hypothèse d’homéostasie vasculaire (Humphrey,
2009b; Wagenseil et Mecham, 2009). Toutefois, la compréhension de leur développement,
que ce soit en conditions saines ou pathologiques, demande encore des efforts de recherche
(Humphrey, 2009b). En particulier, il faudrait pouvoir corréler leur développement avec
l’activité biologique et vérifier (ou invalider) l’hypothèse d’homéostasie vasculaire. C’est
dans ce contexte que de nombreux travaux sur la modélisation de la croissance et du
remodelage des artères ont été fait (Humphrey, 2009a; Wagenseil et Mecham, 2009).

Historiquement, le terme croissance a été associé à une variation de masse, réservant
le terme remodelage à tout changement de micro-structure (Taber, 1995). Les premières
descriptions de la croissance remontent aux travaux de Hsu (1968) avec le développement
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d’une théorie de croissance en petites déformations dirigée par les contraintes. Peut après,
Cowin et Hegedus (1976) ont exploré les arguments thermodynamiques et fait émerger la
notion de puits d’entropie associé à l’évolution des tissus. Inspirés par les travaux effectués
en plasticité par Lee (1969), Skalak et al. (1982) ont proposé une description cinématique
de la croissance basée sur la décomposition du gradient de la transformation en une partie
élastique et une partie de croissance, i.e. F = FeFg. Cette décomposition a notamment
permis d’expliquer l’émergence des contraintes résiduelles lors de la croissance des tissus
et en particulier des artères (Takamizawa, 1991). Ces travaux ont été repris et formalisés
par Rodriguez et al. (1994). Ces auteurs ont en particulier fait le parallèle entre la mesure
d’angle d’ouverture des tissus et le niveau de contraintes résiduelles. Ces considérations
ont été explorées par Skalak et al. (1996). Dans ces travaux, un parallèle explicite avec
le développement des dislinations de Volterra est fait. Invoquant les travaux de Blume
(1989), Skalak et al. (1996) ont montré de façon intéressante que l’incompatibilité de
la croissance mentionnée par Rodriguez et al. (1994) n’est que de nature géométrique.
Ce résultat montre que la méthode de l’angle d’ouverture n’est valide que lorsque la
distribution de l’allongement circonférentiel résiduel kθ = 1 − α(R)/π, associé à l’angle
d’ouverture local α(R), est linéaire ou constant dans l’épaisseur (Ganghoffer et Haussy,
2005).

Il est toutefois curieux de constater que, malgré ces avancées dans la description
géométrique de la croissance, les arguments géométriques autres que la décomposition
du gradient de la transformation ont longtemps été oubliés dans les modèles de croissance.
Ainsi, souvent plus motivés par la description l’homéostasie vasculaire que le processus
de croissance lui même, de nombreux modèles de croissance des parois artérielles ont
été spécifiés hors de tout cadre thermodynamique et mécanique consistant. Parmi les
modèles développés, si certains comme ceux de Rachev et al. (1996) et Taber et Eggers
(1996) ont été très vite oubliés, d’autres spécifiant une croissance des parois artérielles
jusqu’à ce qu’un niveau de contraintes circonférentielles spécifié soit atteint comme celui
de Taber (1998) ou celui Rachev et al. (2000) sont encore utilisés (Alastrué et al., 2010;
Alastrué et al., 2008). Or, avec ces modèles, il ne peut se produire d’autre comportement
que celui d’uniformisation des contraintes circonférentielles sur l’épaisseur des parois.
Ainsi, si ces modèles permettent de reproduire la croissance, ils n’ont pas apporté de
réel éléments de compréhension. On notera toutefois la complexité croissante de ces
modèles ces dernières années avec la prise en compte des effets non-locaux associés au
flux sanguin (Alford et Taber, 2008; Rodŕıguez et al., 2007) ou en considérant aussi la
contraction des cellules musculaires lisses de la media (Alford et al., 2008; Figueroa et al.,
2009; Vignes et Papadopoulos, 2010). Quoi qu’il en soit, si tous ces modèle suivent un
objectif homéostatique (voir, e.g., Humphrey (2008a)), ils ne peuvent en aucun étayer
cette hypothèse car les valeurs homéostatiques sont les données d’entrée de ces modèles.

Malgré tout, une vision géométrique moderne de la croissance a été initiée par Segev
et Epstein (1996). Ces travaux ont fait émerger la notion de repère de référence maté-
riel comme acteur central de la modélisation de la croissance (Segev et Rodnay, 1999).
Cette approche est à l’origine du cadre de modélisation de la croissance proposé par
Epstein et Maugin (2000). Dans ces travaux, la notion de télé-parallélisme, couplée au
cadre thermodynamique ouvert de la croissance introduit par Cowin et Hegedus (1976)
sont abordés. En utilisant des arguments rationnels de mécanique des milieux continus
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(Truesdell et Noll, 1965) et les points clés de la théorie des inhomogénéités matérielles
(Maugin, 1993; Noll, 1967), ces auteurs montrent que l’évolution du repère de référence
matériel doit être une fonction du tenseur de Eshelby, c’est à dire la version matérielle du
tenseur énergie-impulsion (Epstein et Maugin, 1990). Poursuivant les efforts de recherche
et suivant la proposition de DiCarlo (2005), Epstein (2007) a montré que le puits d’entro-
pie introduit par Cowin et Hegedus (1976) n’est autre que la partie sphérique du tenseur
de Eshelby. [Les fondements et les détails des travaux de Epstein et Maugin (2000) et
Epstein (2007) sont donnés dans le livre de Epstein et Elżanowski (2007).] Notons avant
de poursuivre que les approches de Garikipati et al. (2006), Ambrosi et Guillou (2007)
ou Olsson et Klarbring (2008), simplement basées sur l’inégalité de Clausius-Planck, ont
toutes fait émerger naturellement le tenseur de Eshelby. Si l’approche de Garikipati et al.
(2006) est une simple application du théorème de Noether (1918) à la densité d’énergie
de déformation, l’approche de Olsson et Klarbring (2008) rejoint celle de DiCarlo (2005)
avec la formulation d’un principe des puissances virtuelles intégrant les effets des forces
configurationnelles responsables de l’évolution du tissu. Enfin, l’approche de Ambrosi et
Guillou (2007) se distingue dans le sens où ces auteurs considèrent un flux d’espèce bio-
chimique augmentant l’expression mécanique du tenseur de Eshelby. Cette généralisation
multi-physique a été présentée par Maugin (2006b).

Parallèlement, un courant de modélisation de la croissance en suivant la théorie de
plasticité a été initié par Lubarda et Hoger (2002). [Le parallèle entre plasticité et crois-
sance est explicitement discuté par Lubarda (2004)]. Dans cette approche, le tenseur de
Mandel – la partie déviatrice du tenseur de Eshelby – apparâıt comme le dual thermo-
dynamique de la partie symétrique du gradient de vitesse de croissance (Hoger et al.,
2004). Lubarda et Hoger (2002) ont proposé un modèle de croissance isotrope, un mo-
dèle de croissance isotrope transverse et un modèle de croissance orthotrope. Le modèle
isotrope a été utilisé par Kuhl et al. (2007) pour simuler la croissance des artères athé-
rosclérotiques. Le modèle anisotrope transverse est analogue à celui proposé par Imatani
et Maugin (2002). Enfin, leur modèle de croissance orthotrope a été employé par Menzel
(2007) sous une forme modifiée puisqu’il a simplement remplacé le tenseur de Mandel
par le tenseur de Eshelby. C’est le point de convergence des différents approches men-
tionné par Maugin (2003) dans sa revue sur les aspects historiques de la construction de
la théorie des évolutions matérielles.

Dès lors, il semble raisonnable de baser de nouveaux développements à partir des tra-
vaux d’Epstein et Maugin (2000) et de leur fondations en physique-mathématique. C’est
ce point de vue que nous adoptons car il permet de ne pas occulter la réalité géométrique
et de faire émerger naturellement les concepts associés à l’évolution des matériaux. Si
cette approche rationnelle s’impose par sa rigueur géométrique et son pragmatisme, elle
demande quelques connaissances spécifiques encore trop rarement employées dans la
communauté biomécanique. Ainsi, dans ce chapitre, nous commençons par introduire le
cadre de modélisation qui nous semble nécessaire à la description du développement des
contraintes résiduelles au sein des milieux vivants.
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3.2 Développement du formalisme

Dans cette section, nous introduisons le cadre qui nous semble nécessaire à la des-
cription du développement des contraintes résiduelles par les milieux vivants. Nous com-
mençons avec quelques éléments de géométrie permettant de caractériser la structure
métrique-affine d’un milieu continu. La notion de connexion affine introduite par Car-
tan (1923) est abordée et illustrée. Cette introduction permet de faire émerger la notion
d’inhomogénéité matérielle au sens de Noll (1967). Suite à quoi, nous développons les
équations du champ et explorons les symétries matérielles à partir du théorème de Noe-
ther (1918). Bien que ces notions soient couramment utilisées en physique théorique
(Forger et Römer, 2004; Gronwald, 1997; Gronwald et Hehl, 1996; Hehl et al., 1995; Itin,
2007; Mangiarotti et Sardanashvili, 2000) ou souvent employées pour la modélisation
continue des dislocations (Agiasofitou et Lazar, 2010; Clayton et al., 2005; Epstein et
Bucataru, 2003; Hehl et Obukhov, 2007; Lazar et al., 2010), elles n’apparaissent peu
(ou pas) dans les théories et modèles (bio-)mécaniques des tissus vivants. Enfin, une
procédure de rationalisation thermodynamique est proposée.

3.2.1 Motivation

Pour illustrer le développement des tissus et des contraintes résiduelles, considérons
une vision idéalisée de la division cellulaire comme schématisé par la figure 3.1. Pour
décrire cette situation, nous adoptons le vocabulaire de la théorie des inhomogénéités
matérielles (Noll, 1967) comme présenté par Maugin (1993), Epstein et Elżanowski (2007,
ch.1) ou Epstein (2010). Considérons tout d’abord un corps matériel uniforme constitué
de neuf cellules identiques, noté B, ce qui veut dire que toutes les cellules sont constituées
du même et unique matériau. Nous ferons l’hypothèse que la configuration initiale de B,
notée ϕ(B, t0), est (globalement) homogène, c’est à dire que toutes les cellules sont dans
le même état naturel et sont donc indistinguables les unes des autres du point de vue de
leur comportement Epstein (2007, 2010). Maintenant, considérons que la cellule centrale
crôıt avant de se diviser. En suivant la vision idéalisée de la croissance de Skalak et al.
(1982) ou sa formalisation mathématique par Rodriguez et al. (1994), ce processus peut
être vu comme l’évolution du voisinage d’un point matériel (cellule) isolé. En grossissant,
cette cellule garde sa nature constitutive et reste dans le même état naturel, libre de toute
contrainte (voir la transformation de (1) à (2) sur la figure 3.1). Si nous procédons au
ré-assemblage de cette cellule après une croissance dite « libre », il est évident que nous
allons à la fois contraindre cette cellule mais aussi celles de son environnement initial.
La configuration ϕ(B, t1) du corps matériel n’est donc plus libre de contraintes : dans
la théorie développée par Noll (1967), ce sont des inhomogénéités matérielles (Maugin,
1993). Si les références locales – constituant la configuration de référence – sont toutes
identiques en tout point du corps matériel, cette configuration, bien que globalement in-
homogène, sera considérée comme localement homogène (Epstein, 2010). Dans la théorie
d’élasto-plasticité, on parle de « stockage statistique de dislocations » (Clayton et al.,
2005). Par contre, si l’état de référence local de la cellule centrale a évolué au cours du
processus, cette configuration sera considérée comme globalement et localement inhomo-
gène ; le caractère inhomogène local, impliquant évidemment la notion globale. Il est dès
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ϕ(B, t0)

état R(ef)

ϕ(B, t1)

état A

état B

ϕ(B, t2)

état C

état D

division

croissance

(1) (2)
croissance
« libre »

isole assemblage

Figure 3.1. Schématisation du développement des inhomogénéités matérielles lors de la division cellulaire au
sein d’un tissu. En démarrant d’une configuration matérielle globalement homogène ϕ(B, t0) à l’instant t0, nous
avons dépeint la situation dans laquelle la cellule au centre crôıt (t0 → t1) avant de se diviser (t1 → t2). Comme
conséquence de cette vision heuristique, on peut remarquer aux instants t1 et t2 trois états de contraintes
différents de la même cellule idéalisée, à l’origine de contraintes résiduelles. Ces différences d’état de référence
du même matériau cöıncident avec notre définition des inhomogénéités matérielles. [Figure construite sur une
idée originale de Ambrosi et Preziosi (2009)]

lors très clair que la présence de contraintes résiduelles témoigne de l’inhomogénéité glo-
bale d’un milieu, mais ne permet pas de conclure sur son inhomogénéité locale associée
au degré de continuité (intégrabilité) du matériau (Epstein, 2007). Pour illustrer cette
notion locale, remarquons sur la figure 3.1 que le processus de division génère un nouvel
élément et altère donc la continuité du matériau. Reprenant la dénomination employée
par Rakotomanana (1998), nous parlerons de milieux faiblement continus. Suivant les
travaux pionniers de Kondo et Kroener, les mesures de discontinuités matérielles ont été
associées à la non-métricité (défauts ponctuels), la torsion (dislocations) et la courbure
(disclinations) de la connexion affine du matériau (Agiasofitou et Lazar, 2010; Clayton
et al., 2005; Epstein et Bucataru, 2003; Hehl et Obukhov, 2007; Lazar et al., 2010).

3.2.2 Structure géométrique des milieux continus en évolution

Commençons par préciser que les variables dynamiques de toute théorie physique sont
le plus souvent exprimées par rapport à un repère de référence. Par exemple, pour dé-
crire le mouvement d’un corps matériel, on considère généralement un référentiel galiléen
d’espace-temps pour lequel l’espace est homogène et isotrope (euclidien), le temps uni-
forme (newtonien) et dans lequel tout corps libre est animé d’un mouvement rectiligne
uniforme (Landau et Lifshitz, 1959). Un référentiel correspond donc à une « vision rigi-
difiée » de l’espace par le choix d’une origine. En ajoutant le choix d’une base, on définit
un repère. Les variables observables sont celles qui sont indépendantes du choix d’un tel
repère. Ce qui est souvent appelé une « configuration de référence » n’est en réalité que
la définition d’un système de coordonnées matérielles (Epstein et Elżanowski, 2007, Box
1.1 page 6). En aucun cas cela permet de décrire la structure matérielle, à moins que
cette dernière ne soit homogène, c’est à dire uniforme et libre de contraintes. Ce sont les
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hypothèses de l’élasticité homogène. Dans tous les autres cas, c’est à dire en présence de
discontinuités, d’inhomogénéités ou de contraintes résiduelles, la structure du corps maté-
riel devra être considérée comme non-euclidienne (Epstein et Elżanowski, 2007; Maugin,
1993; Romano et al., 2006). Ainsi, comme il n’est pas raisonnable de formuler l’hypothèse
d’homogénéité pour les corps matériels en évolution, il émerge naturellement la question :

Quelle est la structure géométrique d’un corps matériel en évolution développant
des contraintes résiduelles ?

3.2.2.1 Liminaires

Commençons par rappeler que tout objet physique peut être décri par le concept
de corps matériel B dont les membres sont des points matériels (Noll, 1973). Un corps
matériel peut toujours être vu comme un domaine de R

3, c’est à dire un ouvert borné
de frontière régulière qui peut être couvert par une seule carte globale dans un système
de coordonnées cartésien (Epstein et Elżanowski, 2007; Epstein et Maugin, 2000). En
d’autres termes, il existe toujours, et ce quel que soit le degré de continuité d’un milieu,
une application biunivoque entre les points matériels et les points géométriques de l’es-
pace. Par conséquent, il est toujours possible de transporter les propriétés géométriques
du milieu continu à l’espace vectoriel ambiant. Dès lors, un système de coordonnées étant
un difféomorphisme entre B et son espace tangent TpB au point p, on peut légitimement
considérer que toute notion exprimée en coordonnées adaptées se rapporte en fait à l’es-
pace tangent. La formalisation de cette notion est qu’un corps matériel est localement
homogène si, pour chaque point p ∈ B, il existe une carte (contenant p) telle que les
applications naturellement induites entre les espaces tangents de TpB soient des isomor-
phismes constitutifs (Epstein et al., 2006). Lorsque nous cherchons à décrire la structure
matérielle, c’est bien de cet espace tangent dont nous parlons.

Dans la suite, on note TB le fibré tangent à B et dont les éléments sont des couples
(p, v(p)) avec p ∈ B un point et v (p) ∈ TpB un vecteur. C’est une variété différentiable
de dimension 6 dont les sections sont des champs de vecteurs. De façon analogue, on note
T ∗B le fibré co-tangent à B dont les sections sont des champs de 1-formes (différentielles)
définies sur Ω1(B) (Boothby, 1986; Choquet-Bruhat et al., 1982).

3.2.2.2 Structure affine matérielle

Pour aborder les notions d’alignement, de parallélisme ou d’intersection sur le corps
matériel, il est nécessaire de définir sa structure affine. Pour se faire, commençons par
définir le fibré tangent affine A (B), élargissant la fibre de l’espace tangent TB en autori-
sant les éléments de TpB à se translater en différents points q ∈ ApB. Un repère affine sur
la variété matérielle B en un point p est une paire (q, eα) consistant en un point q ∈ ApB
et un repère linéaire eα ∈ LpB tel que le groupe affine A (3,R) = GL (3,R)⊃×T(3), dé-
fini comme le produit semi-direct du groupe général des transformations linéaires et du
groupe des translations, agisse tel que

{
q′

e′α

}

=

[
1 tβ

0 L.β
α

]{
q
eβ

}

= A

{
q
eβ

}

(3.1)
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(a) (b)

Figure 3.2. Schématisation de la structure affine matérielle. (a) Repères affines arbitraires sur l’espace tangent
affine ApB défini au point p ∈ B et transport affine parallèle du repère (q, eα) (p) en un point p̃ ∈ B infiniment
voisin. (b) Détail du transport affine de l’image (q̃, ẽα) (p̃) du repère (q, eα) (p) dans Ap̃B. Le repère est dans un
premier temps translaté au point q̃ + dq puis les vecteurs de base sont linéairement transformés. Ces transfor-
mations sont respectivement définies par la 1-forme de translation τ et la 1-forme de connexion linéaire Γ de la
connexion affine généralisée. [Figure construite sur une idée originale de Gronwald (1997)]

avec tβ ∈ T(3), L.β
α ∈ GL (3,R) et A une matrice de taille 4 × 4. Comme illustré par la

figure 3.2, il est possible de relier deux repères affines d’un même espace tangent affine
par une simple transformation affine. Pour relier les repères affines (q, eα) et (q̃, ẽα) de
deux espaces tangents affines ApB et Ap̃B, respectivement en p et p̃ = p + dp, il est
nécessaire d’introduire la notion de connexion affine.

Connexion affine Rappelons, qu’une connexion affine matérielle est un objet géomé-
trique défini sur la variété matérielle qui connecte des espaces tangents voisins et permet
ainsi à des champs de vecteurs tangents d’être dérivés comme si c’étaient des fonctions
définies sur la variété matérielle et prenant leurs valeurs dans un unique espace vectoriel.
Cette connexion affine généralisée consiste une 1-forme de translation τα à valeur dans R3

et une 1-forme de connexion linéaire Γ β
α à valeurs dans l’algèbre de Lie gl (3,R) du groupe

général linéaire GL (3,R). L’action de cette connexion est décrite par les transformations

{
dq′

∇e′α

}

= dA

{
q
eβ

}

= dA · A−1

{
q′

e′β

}

=

[
0 τβ

0 Γ β
α

]{
q′

e′β

}

(3.2)

avec ∇ l’opérateur de dérivation covariante. Ainsi, le transport parallèle affine est obtenu
en translatant le point q(p) ∈ ApB en (q+dq)(p̃) = q̃+τα(p̃) ẽα ∈ Ap̃B et en transformant

le repère linéaire eα(p) ∈ ApB en (eα+∇eα)(p̃) = ẽα+Γ
β
α (p̃) ẽβ ∈ Lp̃B. À ce stade, il est

important de noter que ce transport parallèle dépend des bases choisies et qu’il n’existe
pas, a priori, de base préférée.
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Forme canonique Le choix d’une origine op réduit un repère affine (op, ea) ∈ ApB en
un repère linéaire ea ∈ LpB et permet d’identifier le point p ∈ B avec le point op ∈ ApB.
En d’autres termes, par le choix d’une origine, nous avons restreint le fibré affine A (B) au
fibré des repères linéaires π : L (B) → B, dont la fibre Lp (B) au dessus de chaque point
p de B correspond à l’ensemble des bases de l’espace tangent en ce point. Mais, comme
seules les transformations linéaires du groupe GL(3,R) laissent l’origine invariante sous
l’action de tout élément du groupe affine A(3,R) sur l’espace affine tangent, nous perdons
l’invariance par translation dans le fibré affine A (B) au profit d’une correspondance
bijective entre les translations dans A (B) et les difféomorphismes sur B. Toutefois, s’il est
possible d’identifier un point p ∈ B et l’origine du repère p = π (p, eα), il est important
de noter que le transport parallèle d’un repère (p, eα) ne conduit pas à un repère en
p̃ = p + dp mais à un repère au point p̃ + τα(p̃) ẽα. Nous cherchons donc à construire
un repère local qui soit automatiquement invariant par translation. Cette construction
passe par la définition d’une forme canonique (ou de contact)

ϑ = dp+ τ (3.3)

sur L (B) à valeurs dans R3 ; le mot canonique venant du fait qu’elle est indépendante de
tout choix de système de coordonnées (Coquereaux, 2002; Gronwald, 1997). En effet, ϑ
représente la différence vectorielle entre p ∈ B et son image sous l’action de la connexion
affine. Cette forme canonique vérifie par définition et pour tout vecteur matériel u ∈ TB,
l’identité ϑ (u) = u (Coquereaux, 2002). Comme ϑ est équivariante, elle définit aussi une
1-forme sur B à valeurs dans le fibré tangent, i.e. ϑ ∈ Ω1 (B, TB) ; ce qui ce traduit, dans
le repère (p, eα), par

ϑ = eα ⊗ ϑα, eα⌋ϑβ = δβα (3.4)

où ⌋ est le produit intérieur et δβα le delta de Kronecker. La 1-forme ϑa apparâıt alors
comme un vecteur de base d’un co-repère mobile. Dans une carte arbitraire de coordon-
nées locales {xi}, le co-repère mobile et son dual (le repère mobile) s’expriment comme

ϑα(p) = ϑα
.i(p) dx

i , eα(p) = e.iα(p) ∂i , α, i = 1, 2, 3 (3.5)

c’est à dire par deux matrices non dégénérées {ϑα
.i} et {e.iα} qui sont les inverses l’une de

l’autre. En d’autres termes, nous considérons un set de 9 fonctions lisses et indépendantes
sur B. En accord avec ces trivialisations locales, notez que nous adhérons aux conventions
d’indices grecques (α, β, . . .) pour les indices anholonomes ou de repères et latins (i, j, . . .)
pour les indices holonomes ou de coordonnées.

Transport parallèle affine En définissant la forme canonique ϑ, nous venons de
« souder » l’espace tangent affine A(B) à l’espace tangent TB. Par conséquent, l’inva-
riance par rapport au groupe A (3,R) des repères affines de A (B) est scindée par la forme
canonique en (i) une invariance difféomorphe (ou translationnelle) sur B et (ii) une inva-
riance de jauge des repères linéaires sous l’action du groupe GL(3,R) (Gronwald, 1997).
Il est dès lors très clair que la 1-forme ϑ acquiert le sens de partie de translation de
la connexion affine et nous considérerons donc dorénavant la connexion affine

(
ϑα, Γ β

α

)

introduite par Cartan (1923). L’action de cette connexion sur le repère mobile (p, eα) est
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(a) (b)

Figure 3.3. (a) Représentation classique du transport parallèle entre deux points p et p̃. Le rôle de la connexion
linéaire est d’accommoder les différentes rotations pouvant survenir suivant le chemin suivi et ce, pour rendre les
vecteurs parallèles entre eux. (b) Illustration du sens géométrique intrinsèque du transport parallèle affine selon
Cartan (1923). Définir une forme canonique et une connexion linéaire revient à spécifier le déplacement d’une
sphère sur l’espace tangent. En plus de définir le parallélisme, cette méthode permet d’obtenir d’importantes
informations sur la nature géométrique de l’espace tangent. Pour reprendre des propos de Cartan « c’est cette
idée de raccord qui est féconde ».

décrite par les transformations

{
dp
∇eα

}

=

[
0 ϑβ

0 Γ β
α

]{
p
eβ

}

. (3.6)

où l’on voit clairement que le transport parallèle affine d’un repère linéaire de p à p̃ ne
conduit pas à un repère linéaire en p̃ mais à un repère linéaire en p̃+ ϑ(p̃). L’espace non
couvert par cette translation est à l’origine de torsion, c’est à dire une mesure de non-
intégrabilité de cet espace (Gronwald, 1997; Hehl et al., 1995). Le moyen le plus simple
pour interpréter ce décalage affine est de se placer dans la situation d’un observateur
interne, situé au point tangent entre « l’espace matériel réel » et son modèle homogène.
Partant de ce point, on peut légitiment vouloir se déplacer sur l’espace tangent et même,
pourquoi pas, revenir au point de départ ; auquel cas nous aurons décrit une courbe
quelconque fermée. Rien ne nous empêche non plus d’emmener le repère mobile avec
nous et de le transporter par parallélisme. Ce schéma, illustré figure 3.3, permet de
faire émerger les deux notions fondamentales d’une connexion affine. En effet, lorsqu’on
revient au point de départ, le repère aura tourné par un élément qui dépend aussi bien du
chemin suivi que du repère de départ. Le rôle de la connexion linéaire est d’accommoder
cette rotation pour rendre les vecteurs parallèles. Ainsi, si le transport par parallélisme
n’entrâıne aucune rotation c’est que la région dans laquelle on se déplace est assez plate
(Coquereaux, 2002). Le second point concerne le chemin suivit et la façon dont on le
parcourt. En effet, Wise (2006) a récemment proposé une explication intrinsèque de
la connexion affine dans laquelle la forme canonique remplit effectivement le rôle de
définition du point de contact de roulement sans glissement d’une sphère sur l’espace
tangent. C’est cette notion de point de contact qui est la plus fertile car elle permet
de sonder effectivement la nature géométrique de l’espace tangent. Ainsi, si le transport
parallèle n’entrâıne aucun glissement ou aucun saut, c’est que la région dans laquelle
sont se trouve est suffisamment régulière.
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Torsion & courbure de la connexion affine Les intensités de champs associées au
co-repère et à la connexion linéaire sont données par la 2-forme de torsion T ∈ Ω2 (B, TB)
et la partie linéaire de la 2-forme de courbure R ∈ Ω2 (B, TB ⊗ T ∗B), toutes deux à
valeurs dans l’algèbre de Lie. Ces intensités sont respectivement définies par (Gronwald,
1997; Hehl et al., 1995)

T
α = dϑα + Γ α

β ∧ ϑβ (3.7)

R
α
β = dΓ α

β + Γ α
γ ∧ Γ γ

β (3.8)

avec ∧ le produit extérieur. Les équations (3.7) et (3.8) constituent respectivement la
première et la seconde équation de structure. En utilisant la notation D pour l’opérateur
de dérivation covariante extérieure d∇, n’agissant que sur les indices de fibre, c’est à dire
sur les indices pour lesquels il existe une forme de connexion Γ α

β , on introduit les identités
de Bianchi

DT
α = R

α
β ∧ ϑβ (3.9)

DR
α
β = 0 (3.10)

que doivent satisfaire ces deux formes. De par leur définition, la torsion et la courbure sont
les « gradients » de la connexion affine, respectivement associées à la partie de translation
ϑα et la partie linéaire Γ α

β . Or la connexion affine définit les règles de transport parallèle
du repère mobile (p, eα). Pour illustrer le sens géométrique de ces 2-formes, reprenons
l’image précédente (cf. Fig. 3.3) en intégrant suivant le contour C = ∂A l’ensemble des
variations du repère mobile (p, eα) données par les transformations (3.6). En utilisant le
théorème de Stokes, il vient immédiatement :

∮

C

dp =

∫

A

d∇ (eα ϑ
α) =

∫

A

eα T
α (3.11a)

∮

C

∇eα =

∫

A

d∇
(
eβ Γ

β
α

)
=

∫

A

eβ R
β
α (3.11b)

où apparaissent naturellement la torsion et la courbure, respectivement associées à la par-
tie de translation et la partie linéaire de la connexion affine. Le résultat de ces intégrales
fournit dans chacun des cas une mesure de discontinuité ou d’holonomie, correspondant
au type de transformation affine. Dans le cas de la torsion, le transport parallèle est la
translation et le résultat est appelé le vecteur de Burger. C’est une mesure de déplace-
ment correspondant à l’intégration de la partie vectorielle de la torsion (cf. Fig. 3.4, a–c).
Dans le cas de la courbure, la partie tensorielle de la courbure caractérise la matrice de
rotation ; le résultat est appelé la matrice de Frank et mesure donc la rotation du repère
(cf. Fig. 3.4, d–f). Ces dénominations proviennent de la théorie des défauts cristallins
initiée par Volterra (1907), dans laquelle la torsion et la courbure sont respectivement
associées aux dislocations et disclinations (Mura, 1987). Comme représenté sur la figure
3.4, dans chacun des trois plans de l’espace euclidien, on peut décomposer ces défauts en
trois translations et trois rotations.
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(b)(a)

(d) (e) (f)

(c)

Figure 3.4. Schématisation des six distorsions de Volterra. (a)–(c) Dislocations d’ordre un à trois. (d)–(f)
Disclinations d’ordre quatre à six. La ligne noir symbolise la direction perpendiculaire au plan du défaut, habi-
tuellement appelée la ligne de dislocation/disclination. La ligne grise spécifie pour les disclocations la direction
de translation et pour les disclinations l’axe de rotation. L’orientation relative de ces deux directions est utilisée
pour classifier les défauts : pependiculaire – disclocation coin (a et b) ou disclination de rotation (d et e) ; parallèle
– dislocation vis (c) ou disclination coin (f). [Adapté de Puntigam et Soleng (1997)]

Conséquences pratiques Les conséquences qu’impliquent la torsion sont souvent mis
en avant en évaluant la dérivée covariante d’un champ champ scalaire f le long de deux
champs de vecteurs u et v issus d’un même point p ∈ B. En l’absence de discontinuité,
le résultat doit être indépendant du chemin suivi ; ce qui se traduit par

d∇2f (u, v) = f,α T
α (u, v) = ∇[u∇v]f −∇[u,v]f

.
= 0 (3.12)

où le premier crochet indique l’abréviation usuelle d’anti-symétrie, i.e. 2[ab] = ab− ba et
le second est le crochet de Lie de deux vecteurs [u, v] = u⌋dv − v⌋du. Notez que dans
cette expression nous avons utilisé l’abréviation f,α = df (eα) dans la décomposition
df = f,α ϑ

α et le lemme de Poincaré associé à la commutativité des dérivées secondes,
i.e. d2f = f,αβ ϑ

β∧ϑα .
= 0. Ainsi, si la dérivée extérieure seconde d’un champ scalaire est

nulle, la dérivée covariante extérieure ne l’est pas les dérivées covariantes secondes d’un
champ scalaire ne commutent plus (Coquereaux, 2002; Epstein, 2010). Pour s’affranchir
de cette discontinuité, il faut satisfaire la condition d’holonomie associée à une torsion
nulle (Maugin, 1993). Notez que c’est une condition nécessaire à l’existence d’un système
de coordonnées adapté (Fig. 3.5).

La façon la plus simple de mesurer les conséquences d’une courbure non nulle et de
considérer le saut subi par un champ vectoriel w = eαw

α au passage d’une surface de
singularité, en suivant un contour fermé. Procédant de façon analogue, mais anticipant
l’écriture de la dérivée covariante extérieure seconde du champ vectoriel,

D2wα = D
(
dwα + Γ α

β w
β
)
= d2wα + R

α
βw

β (3.13)
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(a) (b) (c) (d)

Figure 3.5. Exemples de systèmes de coordonnées holonomes (a,b) et non-holonomes (c,d). Lorsqu’un système
de coordonnées est obtenu à partir d’une déformation compatible (b), un observateur interne ne peut pas faire
de différence entre le système de coordonnées initiales (a) et ce nouveau système : la géométrie euclidienne
est conservée. Ce n’est plus le cas pour des transformations incompatibles qui conduisent à des systèmes de
coordonnées non-holonomes. Dans ce cas l’observateur interne ressent les différences et la connexion affine n’est
pas libre de torsion (c) et/ou de courbure (d). La géométrie n’est alors plus euclidienne, mais celle d’un espace
de Riemann-Cartan.

où nous avons utilisé la propriété de la différentielle extérieure d (α ∧ β) = dα ∧ β +
(−1)deg(α)α ∧ dβ et la définition de la courbure (3.8), nous obtenons la condition de
compatibilité

d∇2w (u, v) = R (u, v)w = ∇[u∇v]w−∇[u,v]w
.
= 0 (3.14)

où nous voyons apparâıtre l’équation de structure de la courbure. Notez que si nous
avions employé la dérivée covariante, nous aurions obtenu la relation

∇2w (u, v)−∇2w (v,u) = R (u, v)w−∇T(u,v)w (3.15)

impliquant à la fois la torsion et la courbure. Là encore, il apparâıt clairement que si
l’opérateur de dérivée extérieure d est nul lorsque élevé au carré, l’opérateur de dérivée
extérieure covariante ne l’est pas. Ceci implique que les dérivées secondes d’un champ
vectoriel ne commute pas lorsque la torsion et la courbure de la connexion affine matérielle
sont non nulles. Là encore, pour s’affranchir de cette discontinuité, il faut satisfaire la
condition d’holonomie associée à une courbure nulle, appelée en mécanique équation
de compatibilité (Maugin, 1993). Notez que c’est là encore une condition nécessaire à
l’existence d’un système de coordonnées adapté (Fig. 3.5).

Remarque 3.1. (Invariance affine) Lorsqu’une invariance affine complète est postulée, le
potentiel de jauge de translation ϑα et la connexion de jauge Γ α

β apparaissent naturelle-
ment. Ces deux quantités impriment un transport parallèle sur l’espace de base, décrit
par sa torsion et sa courbure. Dans une telle situation, le co-repère ϑα représente à la
fois le potentiel de translation et le repère de référence associé à l’invariance de jauge
sous l’action du groupe général linéaire GL(3,R). Si elles sont exprimées dans un repère
holonome comme dans l’équation (3.5), les 9 composantes ϑα

.i jouent clairement le rôle de
potentiels de translation et sont donc d’importance physique. Par contre, l’invariance li-
néaire implique qu’aucun choix des 9 paramètres ϑα

.i n’est préféré et donc que ces matrices
ne sont pas uniques. Nous abordons donc des degrés de liberté non physiques puisque le
choix arbitraire d’un repère n’est pas physiquement relevant.
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3.2.2.3 G-structure, G-connexion

L’étude des modèles de comportement mécanique révèle souvent la présence de struc-
tures matérielles invariantes. Ce sont les symétries matérielles. Une symétrie matérielle en
un point p peut être vue comme une transformation de son voisinage telle que sa réponse
matérielle reste inchangée (Epstein, 2010; Epstein et Elżanowski, 2007). L’expression in-
variance de jauge est habituellement utilisée pour indiquer la présence d’un groupe de
symétries G agissant sur le fibré des configurations par automorphismes strictes (Man-
giarotti et Sardanashvili, 2000). La formulation mathématique d’une théorie de jauge
passe par la définition d’un groupe de Lie G de dimension finie, correspondant à une
algèbre de Lie g, elle aussi de dimension finie. L’effort principal sur lequel on ne peut
alors pas transiger est de redonner le sens physique à ces quantités. Il est toutefois im-
portant de noter qu’il existe une différence fondamentale entre les invariances de jauge et
les symétries globales comme l’invariance par translation ou par rotation. Les symétries
globales sont « les lois de la nature ». Elles impliquent que, si un observateur tourne ou
translate son expérience, il enregistrera le même résultat. Ce n’est pas le cas pour les
transformations de jauge. Elles ne conduisent pas à de nouvelles transformations laissant
les mesures expérimentales inchangées. Nous discutons ces points au travers de la théorie
des G-structures. Enfin, en guise de motivation, citons Yang (1979, p1) :

[Gauge] symmetries dictates interactions.
(Les symétries de jauge dictent la nature des interactions.)

G-structure Une G-structure P (B,G) sur B est juste une G-réduction du fibré des
repères linéaires L (B), c’est à dire le choix d’un sous-groupe G du groupe général li-
néaire GL (3,R) de dimension 3 (Marin et de Leon, 2004). À chaque type de matériaux
correspond une G-structure particulière. Toutefois, il est toujours possible de réduire le
groupe de structure de L (B) au groupe orthogonal O (3) en introduisant une métrique
riemannienne quelconque sur B, puis en considérant le sous-fibré de L (B) constitué des
bases orthonormales pour cette métrique. Dans le co-repère mobile, on pose

G = Gαβ ϑ
α ⊗ ϑβ. (3.16)

Le fibré obtenu est le fibré orthonormal sur B, noté O (B) ≡ P (B,O(3)). L’ensemble des
repères orthonormés d’une variété riemannienne est donc une O (3)-structure. Il est clair
que l’on peut passer d’un repère orthonormé à un autre par une matrice orthogonale.
L’algèbre de Lie matricielle correspondante est notée o (3). Les automorphismes de la
G-structure correspondent aux difféomorphismes φ : B → B, dont la jacobienne Tφ
transforme un repère orthonormé en p en un repère en φ (p). Ce sont des isométries,
c’est à dire des transformations qui préservent la métrique. Rappelons que la présence
d’une métrique matérielle permet évidemment de définir le produit scalaire sur le corps
matériel et donc de définir les mesures de longueur, dont la norme d’un vecteur v, et
d’angle entre deux directions données par les vecteurs u et v ; soit respectivement

|v| =
√

G (v, v), cos(θ) =
G (u, v)

|u| |v| . (3.17)
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Exploitant le fait que B est orientable et en faisant l’hypothèse qu’en tout point p ∈ B
le champ de co-repères est non-dégénéré, il est possible de définir la 3-forme de volume
matérielle comme

ω =
√
G ϑ1 ∧ ϑ2 ∧ ϑ3 (3.18)

avec G = det{Gαβ} et ainsi de réduire le groupe de structure au groupe des trans-
formations orthogonales isochores SO (3,R). L’algèbre de Lie correspondante est notée
so (3,R) = sl (3,R) ∩ o (3) et correspond aux matrices génératrices de rotations évidem-
ment reliées par l’application exponentielle exp : g → G. Nous venons de définir le fibré
SO (B) ≡ P (B, SO (3,R)) des bases orthonormales orientées au dessus de B et tout
automorphisme de cette G-structure transforme un repère orthonormé en p en un autre
repère orthonormé en φ (p). Cette G-structure est celle d’un espace de Lie homogène, as-
socié à l’isotropie (orientée). Toutes les autres G-structures matérielles (uniformes) sont
des sous-groupes de cette structure (Epstein, 2010).

G-connexion Au sens de Ehresmann, une connexion principale ΓP sur un fibré prin-
cipal P (B,G) est donnée par le choix d’une forme de connexion G-équivariante sur P
à valeur dans l’algèbre de Lie g. Par ailleurs, comme une connexion ΓP sur un fibré
principal P (B,G) est équivariante sous l’action du groupe G sur P , il existe une corres-
pondance bijective entre la connexion principale ΓP sur un fibré principal et les sections
globales du fibré affine CP = J1P/G → B, aussi appelé le fibré des connexions prin-
cipales (Forger et Römer, 2004; Mangiarotti et Sardanashvili, 2000). Ainsi, la forme de
connexion doit être vue comme l’application TP → P×g sur P dont les coefficients sont
appelés les potentiels de jauge des sections Γ : CP → B. Les transformations de jauge,
c’est à dire les automorphismes strictes du groupe G, sont les sections du fibré associé
P ×G G obtenu à partir de l’action de G sur lui-même. Ce qui émerge de ces définitions
c’est qu’en définissant une structure affine sur l’espace tangent, nous avons en réalité
défini la structure d’un groupöıde (Epstein et Elżanowski, 2007; Noll, 2006). En effet, il
apparâıt clairement que le champ de co-repère et la 1-forme de connexion ne sont que
des représentations de l’algèbre de Lie du groupe structurel G, caractérisant la nature
géométrique intrinsèque du corps matériel. En d’autres termes, le modèle géométrique
de l’espace tangent matériel correspond à un choix d’algèbre.

Remarque 3.2. (Corps matériels non uniformes) La notion d’uniformité matérielle est
relative à celle d’isomorphisme matériel introduite par Noll (1967). Comme la notion
d’isomorphisme est une notion d’équivalence, la notion d’uniformité matérielle peut être
vue comme l’existence d’un isomorphisme matériel d’un point fixe de p0 ∈ B vers chaque
point p ∈ B. Le point p0 ∈ B a été nommé par Noll (1967) une référence uniforme ou
plus tard un cristal de référence (Epstein et Maugin, 1990) ou un archétype matériel
(Epstein et Elżanowski, 2007). En accord avec cette définition, un corps matériel est ma-
tériellement uniforme s’il est constitué du même matériel en tous ses points (Elżanowski
et al., 1990). Son algèbre est alors un sous-groupe de l’algèbre de Lie o (3). Notons qu’il
n’existe pas encore de définition précise d’algèbre d’un corps non-uniforme (Epstein,
2010; Epstein et de León, 2000; Noll, 2004) comme le sont les tissus artériels sains et
pathologiques. Remarquons simplement que c’est le leitmotiv des théories d’unification.
Nous faisons donc pour la suite l’hypothèse d’uniformité faible mais douce.
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Non-métricité L’introduction d’une métrique sur le corps matériel étant a priori
indépendante du choix du co-repère et de la connexion affine, sa dérivée covariante n’est
pas obligatoirement nulle. Cet objet est défini par la 1-forme de non-métricité :

Qαβ = −DGαβ = Γ γ
αGγβ + Γ γ

βGαγ − dGαβ (3.19)

symétrique par construction, i.e. Qαβ = 2Q(αβ) et qui obéit à l’identité de Bianchi

DQab = 2Rc
(aGb)c. (3.20)

La non-métricité est le plus souvent décomposée entre une partie sphérique appelé la
1-forme de Weyl et une partie déviatrice

Q =
1

3
GαβQαβ,

dev
Qαβ = Qαβ − Q Gαβ. (3.21)

Le terme de trace de la 1-forme de non-métricité permet de considérer des interstices
ou des micro-expansions : il caractérise donc des défauts ponctuels. La partie déviatrice
quantifie quant à elle des distorsions de la structure matérielle. Ces distorsions modifient
évidemment le transport parallèle des formes à valeurs tensorielle dont celle associée
au volume. En effet, la différentielle du déterminant de la métrique, impliqué dans la
définition de la 3-forme de volume, s’écrit

d ln(
√
G) = Γ α

α − 3

2
Q (3.22)

et fait donc intervenir, dans le cas non-métrique, la 1-forme de Weyl qui se retrouvera in-
dubitablement associée à toute divergence. Enfin, notons qu’une connexion non métrique
implique une certaine prudence sur les isomorphismes musicaux.

Décomposition de la connexion matérielle La connexion linéaire matérielle se ré-
sume pour l’instant à 27 composantes arbitrairement spécifiées. Il est évidemment connu
depuis longtemps dans la communauté (bio-)mécanique que l’ont peut s’affranchir des
objets « exotiques » comme la non-métricité ou la torsion en considérant une connexion
matérielle riemannienne (Marsden et Hughes, 1983; Simo et Marsden, 1984). Nous ne
procéderons pas à un tel choix si hâtivement et avons jugé utile d’analyser l’influence des
différentes contributions de cette connexion affine et en particulier les quantités associées
(voir,e.g., Clayton et al., 2005). Nous partons donc du cadre de le plus général, ignorant
un temps le groupe de symétries défini en l’élargissant au groupe des transformations
affines. Commençons par construire la partie symétrique de cette connexion

Γ(αβ) =
1

2
(dGαβ − Qαβ) (3.23)

associée à la métrique et à la non-métricité. Ensuite considérons la décomposition de la
torsion exprimée sous forme covariante Tα = GαβT

β selon

Tα = Cα + Γαβ ∧ ϑβ (3.24)
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où nous avons introduit la 2-forme d’anholonomie

C
α = dϑα =

1

2
C
..α
βγ ϑ

β ∧ ϑγ, Cα = GαβC
β (3.25)

dont les composantes sont les coefficients de structure relatifs à la dérivation d’un co-
repère mobile au sens de Cartan (1935), vérifiant la propriété d’anti-symétrie du crochet
de Lie [eα, eβ] = C

..γ
αβ eγ = −C

..γ
βα eγ et nuls dans le cas de repères naturels (Coquereaux,

2002; Epstein, 2010). À partir de ce point nous sommes en mesure de décomposer la
connexion linéaire Γαβ en terme de métrique, non-métricité, d’anholonomie et de torsion.
En introduisant la notation des crochets de Schouten {αβγ} = αβγ − βγα+ γαβ, cette
décomposition prend la forme (Hehl et al., 1995; Itin, 2007)

Γαβ =
1

2

(
e{γdGβα} + e{γ⌋eα⌋Cβ} − e{γ⌋eα⌋Tβ} + e{γQβα}

)
ϑγ. (3.26)

Les deux premiers termes de la connexion (3.26) sont afférents à la connexion rieman-
nienne (de Levi-Civita), métrique et sans torsion par définition. Cette contribution est
généralement notée sous la forme compacte

Γ
{}
αβ =

1

2
dGαβ +

(
e[α⌋dGβ]γ

)
ϑγ + e[α⌋Cβ] −

1

2
(eα⌋eβ⌋Cγ)ϑ

γ. (3.27)

Comme la courbure de cette connexion est en général non nulle, cette connexion rie-
mannienne est associée à l’invariance par rotation. Les autres contributions apparaissant
dans l’expression de la connexion (3.26) sont de nature tensorielle. La partie relative à
la torsion est prise en compte par la 1-forme de contorsion Kαβ = K[αβ] définie à partir
de la relation Tα = Kα

.β ∧ ϑβ ; soit explicitement

Kαβ = e[α⌋Tβ] −
1

2
(eα⌋eβ⌋Tγ)ϑ

γ. (3.28)

Si par définition, la torsion de cette connexion est non nulle, sa courbure ne l’est pas non
plus. L’autre contribution tensorielle de la connexion est relative à la non-métricité est
s’écrit comme la somme des deux termes

1

2
Q Gαβ, Sαβ =

1

2
dev

Qαβ +
(
e[α⌋Qβ]γ

)
ϑγ (3.29)

où la partie sphérique est définie par la 1-forme de Weyl Q et est relative à l’invariance de
la 3-forme de volume. La partie déviatrice de cette contribution est notée S (lire shear)
et permet de quantifier l’invariance par rapport au cisaillement. En accord avec cette
décomposition et par simple assemblage, la connexion affine matérielle la plus générale
pouvant être définie dans un cadre métrique-affine s’écrit (Hehl et al., 1995; Itin, 2007)

Γαβ = Γ
{}
αβ +Kαβ +

1

2
Q Gαβ + Sαβ. (3.30)
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Cette connexion n’est ni métrique, ni libre de torsion par définition et sa courbure est
en général non nulle. Notons toutefois qu’une connexion préservant le volume peut être
construite à partir de cette connexion sous la forme (Hehl et al., 1995)

Γ α
β → Γ α

β − 1

2
Q δαβ (3.31)

c’est à dire en ne conservant que la partie anti-symétrique de la contribution sphérique
de non-métricité. Notons que nous sommes particulièrement intéressés par la 1-forme de
Weyl car elle permet de quantifier des variations de volume matériel. Or c’est exactement
ce que nous cherchons lorsqu’on veut modéliser la croissance. Toutefois, le groupe de
symétries spécifié actuellement ne permet pas de considérer l’invariance par dilatation
puisque cette dernière est fixée. En particulier, il n’est pas possible de déterminer à partir
du théorème de Noether quelle quantité est conservée par rapport à la dilatation que l’on
peut légitimement associer à la croissance.

3.2.2.4 Choix d’une structure géométrique matérielle

Dans ce qui précède, nous avons défini une structure métrique-affine sur le corps ma-
tériel caractérisée par une métrique Gαβ, un co-repère mobile ϑα, une connexion linéaire
Γ α
β et une 3-forme de volume ω. Ces objets permettent de qualifier la nature géométrique

de l’espace tangent matériel, notamment à partir des « gradients covariants » que sont
la trace, la non-métricité, la torsion et la courbure de la connexion affine.

Gαβ, ϑ
α, Γ α

β , ω
⇓

Qαβ,T
α,Rα

β






⇒ G-structure matérielle

Par conséquent, ce qui est souvent appelé une configuration de référence n’est en réalité
qu’une collection de repères de référence attachée en chaque point de B, muni d’une
mesure de distance et d’une connexion affine matérielle (Epstein, 2010; Lazar et Hehl,
2010). De façon générale, un milieu continu à connexion affine est affinement équivalent
à un espace euclidien si et seulement si c’est un espace affine muni d’une mesure de
distance et d’une connexion satisfaisant les trois conditions : (i) la dérivée covariante de
la métrique est nulle, (ii) la torsion de la connexion linéaire est nulle, (iii) le tenseur de
courbure de Riemann-Christoffel, dérivé des coefficients de la connexion, est nul (Epstein,
2010; Maugin, 1993). Avec ces trois conditions, il est clair que tous les systèmes de
coordonnées locaux peuvent, par simple changement de carte, être définis dans un unique
système de coordonnées cartésien (Boothby, 1986; Choquet-Bruhat et al., 1982). Ce
sont les hypothèses de l’élasticité homogène. Dans tous les autres cas, c’est à dire en
présence de discontinuités, d’inhomogénéités ou de contraintes résiduelles, la structure
du corps matériel devra être considérée comme non-euclidienne (Epstein et Elżanowski,
2007; Maugin, 1993; Romano et al., 2006). Nous avons résumé dans le tableau 3.1 les
structures géométriques permettant de décrire celle des corps avec contraintes résiduelles.
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Tableau 3.1. Différents types de structure matérielle définis par la non-métricité, la torsion et la courbure de la
connexion affine matérielle. À chaque type correspond une nature géométrique de l’espace matériel et les défauts
géométriques associés.

Métricité Torsion Courbure Espace matériel Nature des défauts

(1) 0 0 0 Euclidien (aucuns)
(2) Qαβ 6= 0 0 0 - Défauts ponctuels
(3) 0 T

α 6= 0 0 Weitzenböck Dislocations
(4) 0 0 R

α
β 6= 0 Riemann Disclinations

(5) 0 T
α 6= 0 R

α
β 6= 0 Riemann-Cartan Dislocations & disclinations

(6) Qαβ 6= 0 T
α 6= 0 R

α
β 6= 0 Weyl-Cartan Défauts ponctuels & dislocations

(7) Qαβ 6= 0 0 R
α
β 6= 0 Weyl Défauts ponctuels & disclinations

(8) Qαβ 6= 0 T
α 6= 0 0 - Défauts ponctuels & dislocations

(9) Qαβ 6= 0 T
α 6= 0 R

α
β 6= 0 Métrique-affine Tous les types

Formulation du problème pratique Dans le cas le plus général, pour quantifier
l’évolution de la structure matérielle, il est nécessaire de considérer les 3 types de champs
Gαβ(p, t), ϑ

α(p, t), Γ α
β (p, t) ayant respectivement 6, 9 et 27 composantes. Il apparâıt donc

nécessaire de faire des hypothèses sur la structure géométrique de l’espace tangent. La
cas le plus simple est de considérer une structure involutive de l’espace tangent et de ne
faire varier que le champ de co-repère. En pratique cette formulation est souvent utilisée
sous la forme de décomposition du gradient de la transformation (voir Lee, 1969, avant
bien d’autres). La second choix le plus effectué est de considérer une structure maté-
rielle riemannienne dans laquelle toutes les dépendances se résument à l’expression de
la métrique. Bien que théoriquement simple, ce choix implique une « géométrisation du
problème mécanique » et est assez peu pratiqué dans la communauté biomécanique (Ska-
lak et al., 1996; Yavari, 2010). Notons que ces deux types de structure sont par définition
métriques et qu’il n’est pas possible de considérer à la fois la torsion et la courbure de
la connexion affine. La structure matérielle métrique qui inclue torsion et courbure de la
connexion affine est appelée une structure de Riemann-Cartan. Sa construction est basée
sur une partie Riemannienne et une partie associée à la torsion. En pratique, le tenseur
de contorsion est déterminé par télé-parallélisme et les symboles de la connexion de Lévi-
Civita par simple dérivation. Les coefficients de la connexion linéaire sont obtenus par
simple addition. En mécanique, les structures de type de Riemann-Cartan peuvent être
utilisées pour la description des défauts cristallins et en particulier des dislocations et
disclinations (Clayton et al., 2005; Lazar et al., 2010). Ce type de structure est encore
assez peu utilisé, mais un courant de modélisation de la relativité a fait émerger cette
structure comme base d’unification (De Andrade et al., 2000; Itin, 2004; Obukhov et
Rubilar, 2006; Wise, 2006). Les structures plus générales incluant la non-métricité sont
en pratique beaucoup plus difficile à définir et il n’existe pas encore, à notre connais-
sance d’approche intégrée comme celle de Riemann-Cartan. Nous avons résumé dans le
tableau 3.2 les hypothèses géométriques et les structures qu’elles engendrent. Ce qui ap-
parâıt clairement c’est que la connexion n’est jamais déterminée arbitrairement et que
toutes les structures correspondent à des choix précis.
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Tableau 3.2. Différentes hypothèses de construction sur le champ de co-repère, la métrique et la connexion
linéaire et la structure matérielle qu’elles engendrent. Les notations impliquées pour la non-métricité, la torsion
et la courbure sont celles des paragraphes précédents.

Espace matériel Hypothèse de construction Gαβ ϑα Γα
β Qαβ T

α
R

α
β

Weitzenböck Télé-parallélisme δαβ ϑα 0 0 6= 0 0

Riemann Métrique et sans torsion Gαβ (ϑα) Γ {} 0 0 6= 0

Riemann-Cartan Métrique Gαβ ϑα Γ {} +K 0 K[αβ] 6= 0

Weyl-Cartan Dilatation Gαβ ϑα Γ {} +K+ Q/2 Q K[αβ] 6= 0
Métrique-affine aucune Gαβ ϑα Γα

β 6= 0 6= 0 6= 0

Structure matérielle télé-parallèle La notion de structure télé-parallèle remonte
aux travaux d’Einstein (1916) et sa théorie géométrique de gravitation. L’idée principale
est de réduire toutes les dépendances de la structure matérielle au seul champ de co-
repère. Partant de ce point, nous cherchons une métrique matérielle G construite à
partir du champ de co-repères telle que cette dernière soit plate dans le cas holonome.
Dans le co-repère mobile, on pose

G = δαβ ϑ
α ⊗ ϑβ, avec δαβ = diag (1, 1, 1) (3.32)

de sorte que la 3-forme de volume s’écrive simplement

ω = ϑ1 ∧ ϑ2 ∧ ϑ3. (3.33)

On supposera de plus que dans le co-repère, les composantes Γ α
β de la forme de connexion

matérielle sont nulles de sorte cette connexion soit naturellement métrique DGαβ = 0.
Ainsi, il est d’usage de considérer une connexion telle que la dérivée covariante du champ
de repère mobile soit nulle. Relativement au choix de carte {xi}, cette condition s’écrit

(∇jϑ
α)i = ∂jϑ

α
.i + Γ k

ij ϑ
α
.k = 0 (3.34)

et conduit donc à l’expression de la connexion matérielle

Γ k
ij = e.kα ∂jϑ

α
.i = −ϑα

.i∂je
.k
α . (3.35)

Cette connexion introduit un parallélisme distant (ou télé-parallélisme) sur le corps ma-
tériel B dont son espace tangent est décrit comme un espace de Weitzenböck (Itin, 2007).
La courbure de cette connexion est nulle et seuls subsistent les coefficients de structures
du co-repère mobile dans l’expression de la torsion

T
α = dϑα = −1

2
C ..α

βγ ϑ
β ∧ ϑγ = C ..α

γβ ϑβ ⊗ ϑγ (3.36)

Reprenant les propos de Cartan (1923), les seules lignes droites qui réalisent le plus court
chemins sont celles qui sont normales à la torsion. Ainsi, si nous considérons un milieu
continu matériel uniforme, c’est à dire dont tous les points matériels sont constitués du
même matériau, ce dernier sera homogène si et seulement si les coefficients de structure
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du repère de référence mobile sont nuls. Cette notion d’homogénéité peut s’expliquer sim-
plement par le fait que deux points matériels sont indistinguables l’un de l’autre et qu’il
est donc possible d’intégrer le champ de co-repères en une configuration globale (Clayton
et al., 2005; Epstein et Elżanowski, 2007; Maugin, 1993). Toutefois, il est important de
mentionner que seules les transformations rigides préservent le parallélisme introduit par
le champ de repère de référence et la connexion de Weitzenböck (Itin, 2007).

Exemple 3.3. (Croissance volumique isotrope) Pour illustrer ces considérations, com-
mençons par considérer un espace euclidien E

3 et un point origine O de sorte que les
coordonnées cartésiennes d’un point P ∈ E

3 soient données par {x, y, z} dans la base
naturelle (∂x, ∂y, ∂y) correspondant à la base canonique de R

3. Pour décrire la struc-
ture matérielle télé-parallèle d’un corps lors d’un processus de croissance isotrope, nous
souhaitons utiliser un champ de repères mobiles orthonormés sous la forme

ϑ1 = a(x, y, z, t) dx, ϑ2 = a(x, y, z, t) dy, ϑ3 = a(x, y, z, t) dz. (3.37)

où t ∈ R
+ représente la co-ordonnée de temps. En notant dv = dx ∧ dy ∧ dy la 3-forme

de volume euclidienne, on vérifie bien que ce processus est associé à de la croissance, i.e.
ω = a3 dv, tant que le fonction, a est différente de 1. Les équations de structure associées
à ce co-repère sont données par

dϑ1 = ∂ya dy ∧ dx+ ∂za dz ∧ dx+ ∂ta dt ∧ dx
dϑ2 = ∂xa dx ∧ dy + ∂za dz ∧ dy + ∂ta dt ∧ dy,
dϑ3 = ∂xa dx ∧ dz + ∂ya dy ∧ dz + ∂ta dt ∧ dy,

(3.38)

et impliquent donc la définition de la torsion et du gradient de vitesse des inhomogénéités
dans la carte spatiale

T
y
[xy] = Tz

[xz] = ∂x ln(a)

Tx
[yx] = Tz

[yz] = ∂y ln(a)

Tx
[zx] = T

y
[zy] = ∂z ln(a)

Lx
x = Ly

y = Lz
z = ∂t ln(a)

(3.39)

où nous avons utilisé la notation du crochet d’anti-symétrie pour économiser quelques
écritures de composantes. Il est dès lors très clair que lorsque la description cinématique
de la croissance est basée sur la décomposition F = FeFg (avec Fg = a(x, y, y, t) I dans
notre cas), la structure matérielle sous-sous-jacente est un espace de Weitzenböck dont
la torsion de la connexion affine n’est nulle que lorsque la fonction a vaut 1.

Structure matérielle riemannienne Comme le corps matériel B est muni d’une
métrique (définie positive) et d’une 3-forme de volume (positive), il peut être vu comme
une variété riemannienne (Itin, 2007; Rakotomanana, 1998). Le point de départ de
construction cette structure matérielle est un champ de métrique non banal

G(p) = Gαβ(p) ϑ
α ⊗ ϑβ (3.40)

indépendant du champ de co-repère mobile. Dans ce cas, on montre qu’il existe une
seule connexion affine sur B qui soit métrique et sans torsion. Dans une carte {xi}, les
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coefficients de la connexion de Levi-Civita, c’est à dire les symboles de Christoffel de
seconde espèce, s’écrivent

Γ i
jk =

1

2
Gil (∂jGkl + ∂kGjl − ∂lGjk) , Gij = e.αi Gαβ e

.β
j . (3.41)

Si cette connexion est métrique et sans torsion par définition, sa courbure est en général
non nulle. Cette courbure peut être caractérisée par le tenseur de Riemann. Dans une
carte naturelle, ses composantes s’écrivent

Ri
.jkl = ∂jΓ

i
.jl − ∂lΓ

i
.jk + Γ i

.mk Γ
m
.jl − Γ i

.ml Γ
m
.jk. (3.42)

Or, il est connu depuis longtemps qu’une courbure non-nulle associée à une métrique
matérielle est un signe de contraintes résiduelles ou de pré-contraintes (Kijowski et Magli,
1992, 1997; Maugin, 1978). La réciproque n’est pas vrai : l’absence de courbure n’implique
évidemment pas l’absence de contraintes résiduelles. Notons enfin qu’en dimension deux
et trois, le tenseur de courbure de Riemann peut être algébriquement déterminé à partir
du tenseur de courbure de Ricci et de sa trace appelée la courbure scalaire (Epstein et
Elżanowski, 2007; Hehl et al., 1995). Ces objets s’écrivent successivement :

R
α
.βγδ = eγ⌋dΓ α

.βδ − eδ⌋dΓ α
.βγ + Γ α

.ǫγ Γ
ǫ
.βδ − Γ α

.ǫδ Γ
ǫ
.βγ − Γ α

.βǫ C
..ǫ
γδ (3.43)

Rαβ = R
γ
.αβγ (3.44)

R = Gαβ Rαβ (3.45)

où la calligraphie des {R, R,R } est arbitraire mais permet d’éviter toute confusion. La
relation algébrique liant ces trois objets est (Chow et al., 2006)

R
α
.βγδ = δαγRβδ − δαδRβγ +Gαǫ (GβδRǫγ −GβγRǫδ)−

1

2
R
(
δαγGβδ − δαδGβγ

)
. (3.46)

Comme la condition d’homogénéité locale est définie par une courbure nulle, cette condi-
tion revient à demander que toutes les composantes du tenseur de Ricci soient nulle,
i.e. Rαβ = 0. En trois dimension, cette condition conduit à un système de 9 équations
différentielles.

Exemple 3.4. (Croissance volumique isotrope : suite) Reprenant l’exemple précédent
d’un processus de croissance isotrope, nous souhaitons illustrer l’implication du choix
d’une structure riemannienne pour décrire la géométrie d’un corps matériel. À partir du
champ de métrique

G = a2
(
dx2 + dy2 + dz2

)
; Gαβ = a(x, y, z, t) δαβ (3.47)

correspondant au co-repère (3.37), on obtient facilement l’expression des coefficients de
la connexion de Levi-Civita dans la carte spatiale

Γ j
(ji) = −Γ i

jj = ∂i ln(a), i, j = x, y, z (3.48)
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où nous avons utilisé la notation de parenthèse pour indiquer la symétrie des compo-
santes. Avec cette écriture, il apparâıt clairement que les composantes qui dans le cas
télé-parallèle étaient associées à la torsion sont maintenant constitutives de toute la
connexion Riemannienne. Les composantes de la courbure de cette connexion vérifient
les symétries majeures et mineures Rijkl = R[ij][kl] = R[kl][ij] et se limitent donc pour
toute permutation i 6= j, k 6= l à

R[ij][kl] = Gil [∂k∂j ln(a)− ∂k ln(a) ∂j ln(a)]
− Gik [∂l∂j ln(a)− ∂l ln(a) ∂j ln(a)]
+ Gjk [∂l∂i ln(a)− ∂l ln(a) ∂i ln(a)]
− Gjl [∂k∂i ln(a)− ∂k ln(a) ∂i ln(a)]
+ (GilGjk −GikGjl) tr (∇ ln(a)⊗∇ ln(a))

(3.49)

où nous avons utilisé la notation relative à la trace du carré du gradient

tr (∇ ln(a)⊗∇ ln(a)) = (∂x ln(a))
2 + (∂y ln(a))

2 + (∂z ln(a))
2 . (3.50)

Le processus de croissance isotrope vu comme l’évolution d’un corps riemannien entrâıne
donc l’évolution de la courbure de sa connexion affine. En suivant cette idée, il semble
possible de déterminer l’évolution de la fonction a en fonction du tenseur de Ricci ou de
la courbure scalaire, respectivement donnés par

R[jl] = [∂l ln(a) ∂j ln(a)− ∂l∂j ln(a)]−Gjl (∆ ln(a) + tr (∇ ln(a)⊗∇ ln(a))) (3.51)

R = −2 [tr (∇ ln(a)⊗∇ ln(a)) + 2∆ ln(a)] (3.52)

où la notation ∆ indique ici le Laplacien, i.e. ∆ ln(a) = Gik∂k∂i ln(a). Notons que dans
ce cas, la croissance est simplement isotrope et les expressions se simplifient considéra-
blement. L’inconvénient majeur qui émerge alors est la difficulté des calculs développés
à partir des expressions analytiques d’apparence très simples.

Structure matérielle de Riemann-Cartan ou de Weyl-Cartan Suivant tou-
jours le même exemple du processus de croissance isotrope, nous aboutissons à l’expres-
sion de composantes du tenseur de contorsion nulle. Par conséquent, la connexion d’un
espace de Riemann-Cartan en croissance isotrope est égale à la connexion riemannienne.
Concernant la description de la croissance isotrope, les résultats obtenus avec une struc-
ture de Weyl-Cartan en posant ϑi = dxi et Gαβ = a δαβ sont là encore analogues à
ceux obtenus avec une structure riemanienne et conduisent aux mêmes coefficients de
connexion. Enfin, il est intéressant de remarquer qu’en prenant une connexion métrique
mais avec torsion, nous n’aurons pas de difficulté à déterminer les sources intrinsèques
de remodelage puisqu’elles consistent justement à briser l’invariance par rotation. Enfin,
profitons de cette fin de section pour rappeler que la plasticité consiste à briser l’inva-
riance par translation (torsion) et l’invariance par rotation (courbure) et que le principe
de conservation de la masse exclue toute variation de volume.
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3.2.3 Cinématique d’évolution

La description détaillée des phénomènes physiques est soumise à la possibilité d’ef-
fectuer des mesures. Celles-ci sont rendues possibles par l’introduction de référentiels
galiléens d’espace-temps. Pour ce faire on considérera (i) un espace affine de temps à
une dimension, notée T ⊂ R, tel que la durée entre deux instants t ∈ T soit défi-
nie comme une métrique euclidienne et (ii) un espace affine euclidien E

3 de dimension
3. Par le choix d’une origine o et d’un système de coordonnées, par exemple carté-
sien, x : E3 → R

3 : p 7→ {xi(p)} (i = 1, 2, 3) on assimile E
3 à R

3. Dans la suite, on
note V l’espace vectoriel de E

3 dont une base naturelle est donnée par les vecteurs co-
ordonnés tangents {∂i = ∂/∂xi}. La 3-forme de volume engendrée par ces bases s’écrit
dV = dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 avec ∧ le produit extérieur, {dxi} la base duale de la base {∂i},
définie à partir de la dualité 〈dxi, ∂j〉 = δij (Choquet-Bruhat et al., 1982). Dans la suite,
on notera div l’opérateur de divergence euclidienne associé à cette 3-forme de volume,
défini comme d (•⌋dV ) = div (•) dV (Marsden et Hughes, 1983). On notera enfin que les
transformations de référentiel qui préservent le produit scalaire et l’orientation de l’es-
pace Euclidien sont définies par les transformations rigides affines x′ = Q(t) x+c(t) avec
Q(t) ∈ SO (3) une matrice de rotation et c(t) ∈ T(3) une composante de translation,
toutes deux dépendantes du temps.

3.2.3.1 Mouvement

Un placement est une application injective de B dans un espace affine euclidien E
3

de dimension 3 (Noll, 1973). Pour définir l’évolution du placement du corps matériel
dans l’espace euclidien, on définira classiquement la famille d’homéomorphismes à un
paramètre (le temps)

ϕ : B × T → V
(p, t) 7→ x

(3.53)

associant à chaque point matériel p ∈ B, à chaque instant t, son placement x = −→op =
ϕ (p, t) dans l’espace vectoriel V de l’espace euclidien ambiant. En faisant une analyse
locale de cette transformation autour du point p ∈ B, on définit le mouvement linéaire
tangent dϕ (p, t) ∈ Ω1 (B)⊗V , c’est à dire une 1-forme sur B à valeur dans V et le champ
de vitesse matériel comme dtϕ (p, t) ∈ V . Dans ce qui suit, on note Bt = ϕt(B) la région
de l’espace euclidien occupée par le corps matériel dans le placement ϕt(.) = ϕ(., t).

Suivant les usages en mécanique des milieux continus, le placement du corps matériel
à un instant t donné peut se résumer à la définition d’une carte permettant de définir
le placement initial et d’un difféomorphisme entre ce placement et le placement courant.
On considérera donc comme choix de carte pour le corps matériel

κ ≡ ϕ0 : B → R
3

p 7→ XI (3.54)

avec XI = κI(p) ≡ ϕI (p, t0) (I = 1, 2, 3) les coordonnées initiales d’un point. Relative-
ment à ce choix de carte, le mouvement linéaire tangent F = dϕ ◦ (dκ)−1 et le champ de
vitesse v = dtϕ ◦ (dκ)−1 s’écrivent
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F ≡ ∂i
∂ϕi

∂XI

∣
∣
∣
∣
t

dXI , v ≡ ∂i
∂ϕi

∂t

∣
∣
∣
∣
XI

. (3.55)

où nous avons omis le produit tensoriel mais spécifié les vecteurs de base de V à gauche et
ceux de la représentation naturelle de B à droite. Enfin, on note B0 = ϕ (B, t0) la région
de l’espace occupée au premier instant t0 et dV0 = dX1∧dX2∧dX3 la 3-forme de volume
euclidienne, associée à l’opérateur de divergence que l’on notera divκ pour insister sur le
fait qu’il dépend du choix de carte initiale. Notez que ces deux 3-formes de volumes sont
liées par la relation

dV = ϕ∗(dVκ) = det{F i
.A} dX1 ∧ dX2 ∧ dX3 = JF dV0 (3.56)

utilisant l’équivalence dxi = F i
.A dXA entre les 1-formes matérielle et spatiale et l’abré-

viation JF = det{F i
.A}. De façon analogue, en utilisant le fait que F soit inversible dans la

relation ∂i = F−I
.i ∂I , la transformée de Piola relativement à une surface spatiale (∂i⌋dV )

de normale n ≡ ∂i s’écrira simplement (Simo et Marsden, 1984)

(∂i⌋dV ) = JF F
−I
.i (∂I⌋dV0) ⇔ n dA = JF F−T (n) dA0. (3.57)

Ces différentes expressions apparaissent souvent dans les articles ou les ouvrages d’élasti-
cité en grandes déformations (Green et Zerna, 1968; Holzapfel, 2000; Taber, 2004). Quoi
qu’il en soit, relativement au choix de carte initiale {XI} sur B, le champ de co-repère
et son dual s’écrivent

ϑα = ϑα
.I dX

I , eα = e.Iα ∂I . (3.58)

Ainsi, lorsque nous évaluons la 1-forme de mouvement linéaire tangent le long du vecteur
matériel eα, nous écrivons simplement la décomposition

dϕi (eα) = eα⌋dϕi = F i
.I e

.I
α (3.59)

souvent appelée une « configuration incompatible » (Lee, 1969; Rodriguez et al., 1994).
Dans le domaine de cette carte, les composantes de la métrique matérielle et celle de la
3-forme de volume s’écrivent

G (∂I , ∂J) = ϑα
.I Gαβ ϑ

β
.J ≡ GIJ (3.60a)

ω (∂1, ∂2, ∂3) =
√

det{GIJ} ≡
√

Gκ (3.60b)

où nous avons introduit les abréviations des composantes de la métrique et de son déter-
minant dans cette carte que nous réutilisons par la suite. Les coefficients de la connexion
linéaire ne sont pas covariants : ils se transforment de façon inhomogène comme (Epstein
et Elżanowski, 2007; Hehl et al., 1995)

ΓA
B = e.Aα

(

Γ α
β ϑβ

.B + dϑα
.B

)

(3.61)

ce qui peut encore s’écrire en faisant apparâıtre l’indice de forme en bas à droite
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ΓA
BC = e.Aα

(

Γ α
βγ ϑ

β
.Bϑ

γ
.C + ∂Cϑ

α
.B

)

. (3.62)

avec la définition habituelle d’une 1-forme ΓA
B = ΓA

BC dX
C . Notez que nous avons ici fait

le choix de représenter la structure matérielle dans le placement initial, mais les formules
sont analogues dans la projection spatiale.

3.2.3.2 Évolution de la structure matérielle

Pour prendre en compte les variations temporelles de la structure matérielle, il est né-
cessaire de définir une dérivation matérielle covariante par rapport au temps, en faisant
notamment apparâıtre un pseudo-indice de forme associé au temps. Suivant les déve-
loppements récents du principe d’indifférence matérielle, nous considérerons une variété
(non relativiste) homéomorphe à R

4 (Epstein et al., 2006; Frewer, 2009). En faisant l’hy-
pothèse qu’il existe une action du groupe de translation R sur T , on définit le complexe
corps-matériel temps comme un fibré principal (M,B, π, T ,R) muni de la projection
π : M → B assignant à chaque point matériel-temps, le point matériel p = π(p, t)
correspondant. En adoptant un système de coordonnées cartésien sur M, on notera
Xµ ≡ (XI , t) (µ = 1, 2, 3, 4) les coordonnées d’un point m ∈ M dans la base naturelle
{∂µ ≡ ∂/∂Xµ}. On note {dXµ} la base duale de la base naturelle {∂µ} vérifiant la dualité
〈dXµ, ∂ν〉 = δµν .

Dès lors, la présentation de la structure matérielle précédente est étendue avec des
indices grecques variants de α = 1 à 4, le 4 étant associé au genre temps. Dans le fibré
tangent A (M), on pose

ϑα
.µ(m) →

[
ϑα
.I 0
0 1

]

, ∇teα = eβ Γ
β
αt, α, β = 1, 2, 3. (3.63)

de sorte que la dérivation temporelle covariante ne s’applique que sur des indices effec-
tivement matériels. Partant de point, les variations temporelles du champ de co-repère
sont données par

Dtϑ
α = dtϑ

α + Γ α
βt ϑ

β = ϑα
.A Γ

A
Bt dXB (3.64)

où nous avons mentionné les coefficients de la connexion dans la carte initiale obtenus
simplement avec la transformation (3.62) ; explicitement

ΓA
Bt = e.Aα ϑβ

.B Γ α
βt + LA

.B, LA
.B = e.Aα ∂tϑ

α
.B (3.65)

Notez que dans cette expression apparâıt naturellement le gradient de vitesse des in-
homogénéités LA

.B (Epstein, 2007; Epstein et Maugin, 2000). Dans le cas où la struc-
ture matérielle est construite avec l’hypothèse de télé-parallélisme, ce gradient de vitesse
quantifie toutes les évolutions temporelles de cette dernière. Par ailleurs, notons qu’une
expression similaire à la dérivée du déterminant de la métrique (3.22) peut être obtenue
dans le co-repère sous la forme

dt ln(
√
G) =

1

2
GαβdtGαβ = Γ α

αt −
3

2
Qt. (3.66)
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Dans le cas où la métrique matérielle est définie pour être orthonormale dans le co-
repère, la variation temporelle de son déterminant est nulle. Dans le cas le plus général,
les variations temporelles de la métrique matérielle, du co-repère et de la connexion
linéaire engendrent, dans la carte {XI}, les variations du déterminant

dt ln(
√

Gκ) = LA
A + dt ln(

√
G) = LA

A
︸︷︷︸

co-repère

+ Γ α
αt

︸︷︷︸

connexion

−3

2
Qt
︸︷︷︸

métrique

. (3.67)

Dans cette dernière expression, on peut voir une redondance d’arguments entre le co-
repère, la métrique matérielle et la connexion linéaire sur la variation du volume. Ainsi,
pour découpler les effets, il est nécessaire que deux de ces trois processus d’évolution
soient isochore. Dans la section précédente, nous avons vu que les expressions étaient
beaucoup plus simples dans le cas télé-parallèle, c’est à dire en figeant l’expression de la
métrique dans le co-repère. Ce qui revient à imposer :

Hypothèse :

(Télé-métrique)
dtGαβ

.
= 0 ⇒







√

Gκ(p, t)
.
= det{ϑα

.I(p, t)}
√

G(p)

−1
2
DtGαβ = Γ(αβ)t = Qαβt

(3.68)

Par notre écriture, nous avons volontairement mis en avant le fait que figer la métrique
dans le co-repère n’implique pas une restriction aux seules structures métriques et qu’il
est toujours possible de considérer une structure comme celle de Weyl-Cartan. Nous avons
appelé cette hypothèse télé-métrique car elle revient à fixer l’expression de la métrique de
sorte que la non-métricité caractérise complètement la partie symétrique de la connexion
linéaire. En d’autres termes, si nous souhaitons conserver les mesures de longueur et
d’angle, la variation de volume associée à la croissance matérielle ne doit pas non plus
porter sur la connexion affine matérielle. Toutefois, rien ne nous oblige dès à présent
à faire cette hypothèse. Nous obtiendrons par contre beaucoup plus d’informations en
évaluant les symétries (ou invariances) matérielles.

Mesure de masse La masse est une propriété physique fondamentale de tout corps
matériel. Si en mécanique des milieux continus il n’est généralement pas nécessaire de
distinguer les versions massiques ou volumiques des équations de bilan, il le faut dans un
cadre thermodynamique ouvert puisque un des premiers ingrédients est justement une
variation de densité. Le modèle de milieu continu admet une répartition continue de la
masse à tout instant :

m(B, t) =
∫

B
ρ(p, t) ω(p, t) =

∫

κ(B)
ρ(p, t)

√

Gk(p, t) dV0 (3.69)

avec ρ ∈ R
+ la densité de masse matérielle, variant de façon continue en fonction du

point matériel et de l’instant considéré. L’intégrale de gauche est effectuée directement
sur le corps matériel et n’est donc pas une mesure intégrable au sens de H-L Lebesgue
(Truesdell et Noll, 1965). Par contre le terme de droite l’est et ce qui apparâıt clairement
c’est que ce qui est souvent appelé la masse volumique correspond en fait au produit
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interdépendant du déterminant de la métrique et de la densité de masse matérielle.
Cette interconnexion ne présente aucun inconvénient pour décrire les transformations
fortement continues impliquant que tous les points matériels qui à l’instant initial se
trouvent à l’intérieur d’une surface fermée le reste à tout instant à l’intérieur de la
surface transformée (Rakotomanana, 1998). Par contre, si la densité de masse matérielle
ou si le déterminant de la métrique matérielle GIJ évolue alors une variation de masse
sera perçue. Dans une carte matérielle, les variations de cette intégrale s’écrivent

d

dt
m(B, t) =

∫

κ(B)
dtρκ(p, t) dV0, ρκ ≡ ρ(p, t)

√

Gk(p, t). (3.70)

Le principe de conservation de la masse implique que la masse contenue dans toute
surface matérielle fermée quelconque reste constante au cours de la transformation. Si ce
n’est pas le cas, alors ces variations seront associées à un flux de masse et une production
ou résorption de masse. Cette équation de bilan s’écrit simplement

d

dt
m(B, t) =

∫

B
Sm +

∫

∂B
Fm (3.71)

où nous avons noté Sm la 3-forme de source volumique de masse et Fm la 2-forme de flux
de masse entrant. Comme par essence, le flux est associé à une mesure spatiale, il semble
opportun de reformuler cette équation de bilan dans la carte spatiale {xi}. En notant n
la normale à la surface dA = (n⌋dV ) de sorte que le flux s’écrive Fm = (fm⌋dV ) et en
utilisant le théorème de Stokes (ou Gauss), cette équation de bilan se traduit simplement
sous la forme

d

dt
m(B, t) =

∫

ϕ(B,t)
Lv̄(vρϕ) dV =

∫

ϕ(B,t)
(Sm + div(fm)) dV (3.72)

avec Sm = SmdV et Lv̄ la dérivée de Lie évaluée le long du 4-vecteur vitesse v̄ = (vi∂i, ∂t).
Cette relation se traduit localement sous forme de condition d’évolution de la masse
volumique spatiale

∂tρϕ = Sm + div (fm − vρϕ) . (3.73)

Précisons tout de suite que ∂tρϕ n’a pas le sens de dérivée particulaire, contrairement à
dρϕ(v̄) = (∂t +∇v) ρϕ. Sa variation n’implique donc que la densité de masse matérielle ρ
et le déterminant de la métrique matérielle dont les variations temporelles sont données
dans cette carte par

∂tGϕ = 2 [dϕ∗sym(L)− sym(∇v)] (3.74)

où ne sont évidemment considérées que les parties symétriques du gradient de vitesse des
inhomogénéités L – associé au co-repère et projeté sur la carte spatiale par dϕ∗ (push-
forward) – et du gradient spatial de vitesse relatif au mouvement, le signe moins venant
de la dérivation ∂tF

−1 = −F−1∇v. Finalement il vient l’expression de la variation de la
densité matérielle :

∂tρ = tr
(
G−1

ϕ [dϕ∗sym(L)− sym(∇v)]
)
+

1√
Gϕ

[Sm + div (fm − vρϕ)] . (3.75)
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3.2.4 Équations de champs, lois de conservation

Nous présentons donc dans cette section un rapide parcours des points clés de la théorie
classique des champs conduisant à la définition fondamentale des équations canoniques
des milieux continus (Maugin, 2006a). L’esprit de cette présentation est largement inspiré
de Maugin (1993, ch. 5) et de Kalpakides et Maugin (2004). Les notions présentées sont
classiques et largement détaillées dans la littérature ; se référer, par exemple, au livre
classique de Landau et Lifshitz (1962) ou pour le point de vue plus géométrique au
livre de Mangiarotti et Sardanashvili (2000) ou à la revue assez complète de Hehl et al.
(1995). Les notations sont celles d’une vision géométrique moderne couramment utilisée
en physique théorique (De Leon et al., 2004; Forger et Römer, 2004; Gronwald, 1997;
Gronwald et Hehl, 1996; Itin, 2007; Wise, 2006).

3.2.4.1 Variables primales : champs

D’un point de vue géométrique les champs (observables) sont des sections d’un fibré
vectoriel Y sur un espace de base X . Pour représenter l’état physique d’un corps matériel
en évolution, on considérera comme base la variété matérielle-temps homéomorphe à R

4,
construite dans la section précédente. Avec l’objectif de représenter le mouvement d’un
corps matériel, la fibre de l’espace des configurations doit contenir l’espace euclidien am-
biant E3. Pour décrire la structure matérielle, nous considérerons les champs de métrique
Gαβ, de co-repères ϑ

α et de connexion matérielle Γ α
β . Le fibré des configurations peut être

vu comme le produit cartésien de toutes ces contributions, ce qui se traduit sous forme
générique par la projection π : Y → X associant à un point y =

(
X, xi, Gαβ, ϑ

α, Γ α
β

)
∈ Y

le point de base X = π(y) ∈ X . Une section de Y est définie par

φ : X → Y
X 7→

(
X,ϕi, Gαβ, ϑ

α, Γ α
β

) (3.76)

où ϕi (X) est une section 0-forme à valeur réelle associant à chaque point matériel et à
chaque instant sa coordonnée spatiale xi. Le fibré des jets d’ordre 1 est un fibré affine
sur Y dont la fibre JyY au point y ∈ Y consiste en des applications linéaires de l’espace
tangent TXX de l’espace de base X au pointX vers l’espace tangent TyY de l’espace total
au point y (Forger et Römer, 2004; Marsden et al., 2001). La prolongation du premier
jet Z ≡ J1π est définie comme la variété des classes

j1φ : X → Z
X 7→

(
X,ϕ,Gαβ, ϑ

α, Γ α
β , dϕ, dGαβ, dϑ

α, dΓ α
β

) (3.77)

des sections φ de π autour du point X =∈ X (De Leon et al., 2004). Notez que dans
cette écriture 4d, nous n’avons pas distingué les différentielles en espace et en temps.
Par ailleurs, comme ni Γ α

β ou les dérivées partielles dGαβ, dϑ
ϑ, dΓ α

β ne se transforment de
façon homogène sous l’action d’éléments du groupe affine A (4,R), nous considérerons les
éléments covariants que sont la 1-forme de non-métricité Qαβ et les 2-formes de torsion
Tα et de courbure Rα

β et leurs homologues temporels.
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3.2.4.2 Dynamique, équations d’Euler-Lagrange

Le formalisme lagrangien de la théorie classique des champs commence avec l’hypo-
thèse que la dynamique de la théorie est complètement définie par une 4-forme appelée le
lagrangien L : Z → π∗

ZX (Ω4 (X )), annihilé quand il est appliqué à au moins un vecteur
vertical (De Leon et al., 2004). Ce Lagrangien total L est fonction des quatre types de
champs et de leurs dérivées partielles :

L ≡ L
(
X,ϕi, Gαβ, ϑ

α, dϕi,Qαβ,T
α,Rα

β

)
. (3.78)

En faisant l’hypothèse que X est orientable, on définit l’action A : C (Y) → R sur tout
sous-espace compact M = B × [t0, t1] de X de même dimension, comme la fonction des
sections φ de Y définie par

A (φ) =

∫

M
(j1φ)∗L . (3.79)

Le principe de Hamilton – ou de moindre action de d’Alembert – postule que les confi-
gurations physiques C (Y) sont les points critiques de l’action, c’est à dire les extrema de
l’action satisfaisant les conditions aux limites (cl). Ce principe se traduit naturellement
sous la forme de la condition de stabilité (De Leon et al., 2004; Forger et Römer, 2004) :

δA (φ) =
d

dε

∣
∣
∣
∣
ε=0

∫

M
(j1φε)

∗
L

.
= cl (3.80)

où nous avons introduit les variations des sections φε au sens de variations infinitésimales
à un paramètre ε. Si l’action A(φ) est stationnaire sous l’action de variations verticales
de chacun des quatre types de champs regroupés sous le terme φ, alors nous aboutissons
aux équations d’Euler-Lagrange :

(mouvement)
δL

δϕi
=

∂L

∂ϕi
−D

(
∂L

∂dϕi

)

= cl (3.81)

(métrique)
δL

δGαβ

=
∂L

∂Gαβ

+D

(
∂L

∂Qαβ

)

= 0 (3.82)

(co-repère)
δL

δϑα
=

∂L

∂ϑα
+D

(
∂L

∂Tα

)

= 0 (3.83)

(connexion)
δL

δΓ α
β

=
∂L

∂Γ α
β

+D

(

∂L

∂Rα
β

)

= 0 (3.84)

où nous avons utilisé la définition de la différentielle extérieure D (α ∧ β) = Dα ∧ β +
(−1)deg(α)α ∧ dβ dont le signe de distribution dépend du degré des formes. Dans le cas
où nous considérons que le mouvement pour les champs ϕ, nous avons 3 équations de
0-formes ϕi (i = 1, 2, 3), 6 équations associées à la métrique Gαβ, 9 équations associées
au champ de co-repères ϑα et 27 équations associées à la connexion Γ α

β . Les conditions
aux limites connues ne concernent que les champs dits externes comme le mouvement
ou la variation de masse. Nous spécialiserons ces équations d’équilibre en les complétant
dans la section suivante.
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3.2.4.3 Conditions d’invariance affine

Dans ce qui suit nous nous intéressons aux identités de Noether (1918) relatives à
l’invariance affine du Lagrangien. Cette invariance peut se décomposer en une invariance
pour tout difféomorphisme sur la base X , c’est à dire une invariance en temps et en espace
et en une invariance sous l’action des éléments du groupe général linéaire GL(3,R) sur
les vecteurs de base matériels.

Invariance par translation Les variations de section sont prescrites par la dérivée
de Lie covariante de jauge L. Son action sur une p-forme Ψβ...

α... à valeurs dans gl (3,R) par
rapport à un vecteur ξ = ξµ ∂µ est définie par

LξΨ
β...
α... = ξ⌋

(
DΨβ...

α...

)
+D

(
ξ⌋Ψβ...

α...

)
. (3.85)

Il est clair que l’opérateur Lξ transforme des tenseurs en tenseurs de façon covariante et
donc indépendante de l’orientation des repères linéaires de référence aux différents points.
En accord avec les développements classiques, la condition d’invariance par translation
est égale à (Forger et Römer, 2004; Gronwald, 1997; Hehl et al., 1995; Mangiarotti et
Sardanashvili, 2000)

LξL
.
= 0. (3.86)

Le développement de cette condition d’invariance, en formulation quadri-dimensionnelle
compacte, s’écrit explicitement

LξL = ξ⌋ ∂L
∂X

∣
∣
∣
∣
expl

+
(
Lξϕ

i
) ∂L

∂ϕi
+
(
Lξdϕ

i
)
∧ ∂L

∂dϕi
+(LξGαβ)

∂L

∂Gαβ

+(LξQαβ)∧
∂L

∂Qαβ

+ (Lξϑ
α) ∧ ∂L

∂ϑα
+ (LξT

α) ∧ ∂L

∂Tα
+
(
LξR

α
β

)
∧ ∂L

∂Rα
β

. (3.87)

où la mention expl suggère une dérivation explicite des dépendances du Lagrangien en
la position matérielle X. Comme le Lagrangien L est une 4-forme, sa dérivée de Lie le
long de ξ se réduit à LξL = D (ξ⌋L ). De même, en utilisant la définition de la dérivée
de Lie covariante et en regroupant les « paires » de dérivées de Lie associées à chaque
équation d’Euler-Lagrange, il vient

D (ξ⌋L ) = ξ⌋ ∂L
∂X

∣
∣
∣
∣
expl

+
(
ξ⌋dϕi

) δL

δϕi
+D

((
ξ⌋dϕi

)
∧ ∂L

∂dϕi

)

− (ξ⌋Qαβ) ∧
δL

δGαβ

− 2Gβγ (ξ⌋Rγ
α) ∧

∂L

∂Qαβ

+D
(

(ξ⌋Qαβ) ∧
∂L

∂Qαβ

)

+ (ξ⌋Tα) ∧ δL

δϑα
− (ξ⌋ϑα) D

∂L

∂ϑα
+
(
ξ⌋Rα

β

)
∧
(

ϑβ ∧ ∂L

∂Tα

)

+D
(

(ξ⌋ϑα)
∂L

∂ϑα
+ (ξ⌋Tα) ∧ ∂L

∂Tα

)

+
(
ξ⌋Rα

β

)
∧D ∂L

∂Rα
β

+D
((

ξ⌋Rα
β

)
∧ ∂L

∂Rα
β

)

(3.88)
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où nous avons utilisé les abréviations associées aux équations d’Euler-Lagrange δL /δφ
et successivement employé les trois identités de Bianchi. Dès lors, dans l’équation (3.88),
il apparâıt très clairement que nous avons une formulation analogue à une loi de conser-
vation du type A − DB = 0. En posant ξ = ξα eα, les termes de sources et de flux
apparaissent respectivement sous la forme A = ξα Aα et et B = ξα Bα. Ce considéra-
tions conduisent à l’expression des variations

A−DB = ξα (Aα −DBα)− dξα ∧ Bα
.
= 0. (3.89)

Comme ξα et dξα sont deux variations arbitraires, supposées indépendantes, la condition
d’invariance par translation peut se décomposer en deux conditions

Bα
.
= 0 et Aα

.
= 0. (3.90)

Ces deux conditions sont respectivement équivalentes à la définition du courant canonique

Jα ≡ ∂L

∂ϑα

.
= eα⌋L − (eα⌋dϕi)

∂L

∂dϕi

− (eα⌋Qβγ)
∂L

∂Qβγ

− (eα⌋Tβ) ∧ ∂L

∂Tβ
− (eα⌋Rβ

γ) ∧
∂L

∂Rβ
γ

(3.91)

et à l’équation de conservation

DJα
.
= eα⌋

∂L

∂X

∣
∣
∣
∣
expl

+ (eα⌋dϕi)
δL

δϕi
− (eα⌋Qβγ)

δL

δGβγ

+
(
eα⌋Tβ

)
∧ δL

δϑβ
+ (eα⌋Rβ

γ) ∧
δL

δΓ β
γ

(3.92)

où nous avons introduit l’abréviation

δL

δΓ β
γ

= ϑγ ∧ ∂L

∂Tβ
− 2Gβδ

∂L

∂Qγδ

+D
∂L

∂Rβ
γ

. (3.93)

Dans le cas où les équations d’Euler-Lagrange associées aux champs de mouvement,
de métrique matérielle, de co-repère et de connexion sont vérifiées, il est possible de
reformuler cette équation de conservation comme

DJα = dJα − Γ β
α ∧ Jβ

∼= eα⌋
∂L

∂X

∣
∣
∣
∣
expl

(3.94)

où le symbole ∼= insiste sur le caractère faible de cette identité, seulement satisfaite
si toutes les équations d’Euler-Lagrange le sont. Dans cette expression, il est clair que
l’évolution du courant canonique est influencée par les sources matérielles d’inhomogé-
néités, ou de façon équivalente en la dépendance explicite du Lagrangien en la position
de l’espace de base. Dans le cas où le Lagrangien n’est pas homogène, c’est à dire lorsque
la condition d’invariance par translation est brisée, il nous faut considérer les quatre
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équations de bilan (3.94). Ce sont les équations canoniques de la physique et donc de la
mécanique des milieux continus (Maugin, 1993, 2006a). Trois de ces équations (la partie
matérielle) sont associées au bilan de quantité de mouvement matérielle, déséquilibré
par les forces d’inhomogénéités matérielles ; la dernière équation (la partie temporelle)
étant associée au bilan d’énergie matérielle, déséquilibré par la dissipation. Notez enfin
que ces équations canoniques ont notamment été mise en avant dans un cadre purement
mécanique il y désormais plus de vingt ans par Epstein et Maugin (1990) sous la forme
compacte

divκ Σ ∼= Σ : Γ +
∂L

∂X

∣
∣
∣
∣
expl

(3.95)

avec Σ le tenseur de Eshelby et L la fonction lagrangienne. Ce qu’il est intéressant de
noter ici est qui est généralisable à tout type de champs concerne l’expression du courant
canonique. En effet, ce dernier s’exprime comme le lagrangien moins le produit contracté
des gradients avec les variations du lagrangien qu’ils engendrent.

Invariance pour toute transformation linéaire Nous nous intéressons mainte-
nant à l’invariance du Lagrangien pour toute transformation linéaire. Sous forme infini-
tésimale, ces variations s’écrivent

Λa
.b(x) = δab + ωa

.b(x). (3.96)

Ces variations conduisent aux variations des champs matériels, de la métrique, du champ
de co-repères et de la forme de connexion

δϕi = 0 δdϕi = 0 (3.97a)

δGab = −2ω(ab) δQab = −2ωc
.(aQb)c (3.97b)

δϑa = ωa
.b ϑ

b δT a = ωa
.b T b (3.97c)

δΓ a
b = −Dωa

.b δRa
b = −D2ωa

.b. (3.97d)

Sous l’action des transformations infinitésimales, les variations du Lagrangien sous l’ac-
tion de transformations linéaires s’écrivent

δL = ωa
.b

{

−2Gac
∂L

∂Gbc

− 2Qac ∧
∂L

∂Qbc

+ ϑb ∧ ∂L

∂ϑa
+ T b ∧ ∂L

∂T a

−Rc
a ∧

∂L

∂Rc
b

+Rb
c ∧

∂L

∂Ra
c

}

.
= 0 (3.98)

où nous avons utilisé la règle de dérivation covariante exterieure de la 0-forme ωa
.b

D2ωa
.b = Ra

c ω
c
.b −Rc

b ω
a
.c. (3.99)

Comme les ωa
.b sont des variations arbitraires, le théorème de Noether stipule que si la

densité de lagrangien L est invariante sous l’action de transformations linéaires alors il
existe 9 quantités conservées déterminées à partir de la loi de conservation
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D
δL

δΓ a
b

= 2Gac
δL

δGbc

− ϑb ∧ δL

δϑa

.
= 0 (3.100)

où nous avons utilisé l’abréviation donnée Eq.(3.93). Notez que cette condition d’inva-
riance peut aussi s’écrire sous la forme explicite

2
∂L

∂Gac

Gcb = ϑa ∧ ∂L

∂ϑb
+ T a ∧ ∂L

∂T b
−Rd

a ∧
∂L

∂Rd
b

+Rb
d ∧

∂L

∂Ra
d

− 2Qbd ∧
∂L

∂Qda

. (3.101)

Quoi qu’il en soit, l’équation de conservation (3.100) montre clairement une redondance
d’arguments entre la métrique et le champ de co-repères. À ce stade, le choix le plus
rationnel est de fixer la métrique dans le co-repère et de ne résoudre que les équations
d’Euler-Lagrange associées au mouvement, au co-repère et à la connexion matérielle.
Notons, avant de poursuivre, que dans le cadre classique de la mécanique des milieux
continus, c’est à dire avec une connexion métrique, sans torsion et sans courbure, cette
redondance est connue sous le nom de formule de Doyle-Ericksen (Lu et Papadopoulos,
2000; Simo et Marsden, 1984).

3.2.5 Arguments thermodynamiques & rationalisation

Dans ce qui précède, nous avons présenté le cadre le plus général dans une formulation
compacte quadri-dimensionnelle qu’il convient évidemment de spécialiser pour décrire le
comportement mécanique du corps matériel B considéré. En suivant la théorie d’élasto-
plasticité parfaite dans laquelle le processus de plastification n’altère pas les constantes
élastiques du matériau mais simplement la définition du repère de référence matériel à
mesure que le temps avance (Epstein et Elżanowski, 2007), nous considérerons l’évolution
d’une structure matérielle élastique dont les propriétés élastiques restent constantes au
cours de l’évolution. On supposera par ailleurs que la densité de masse matérielle reste
constante au cours de l’évolution du processus. Ces considérations nous amène à formu-
ler le lagrangien de notre corps matériel comme la différence entre la densité d’énergie
cinétique K et la densité d’énergie de déformation élastique ψ :

Lel = (K − ψ)ω ∧ dt =
[
ρv2/2− ψ (X, dϕ(eα), Gαβ)

]
ω ∧ dt (3.102)

où la présence de la métrique spatiale est supposée implicite dans l’écriture v2 = g(v, v).
Si ce lagrangien permet de décrire la cinématique classique du corps matériel dans l’es-
pace ambiant, il ne permet pas de décrire l’évolution de la structure matérielle. Ainsi,
pour modéliser le développement des contraintes résiduelles, nous devons considérer un
lagrangien dit de structure

Lstr ≡ Lstr

(
Gαβ, ϑ

α,Qαβ,T
α,Rα

β

)
(3.103)

fonction des données géométriques caractéristiques de la structure matérielle. Nous ve-
nons donc d’introduire deux lagrangiens respectivement associés à deux paradigmes ci-
nématiques tout à fait indépendants tant la nature des forces les guidant sont fondamen-
talement différentes (Epstein, 2002; Maugin, 1993; Noll, 1967).
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3.2.5.1 Bilan de quantité de mouvement

En mécanique, les équations du mouvement du milieu continu sont déduites des prin-
cipes fondamentaux de la dynamique. Le théorème de la quantité de mouvement stipule
que la variation de la quantité de mouvement du corps matériel est égale à la somme
de toutes les forces extérieures s’appliquant sur lui. Toutefois, en prenant en compte la
masse venant de s’ajouter, on modifie la forme standard du bilan de densité covariante de
mouvement linéaire p = ∂vK. En accord avec ceci, nous écrivons pour un volume fixe de
B dans la carte matérielle les conditions aux limites associées au champ de mouvement

D

Dt

∫

κ(B)
p dV0 =

∫

κ(B)

(
Sm v♭ + b

)
dV0 +

∫

κ(∂B)

(
fmv

♭ + t
)
dS0 (3.104)

avec b les forces volumiques par unité de volume initial et t les forces surfaciques par unité
d’aire initiale. En introduisant le tenseur des contraintes de Piola-Kirshhoff P = ∂Fψ et
en invoquant l’argument du tétraèdre de Cauchy PN = t sur une surface de normale N,
la forme locale du bilan de quantité de mouvement s’écrit (Epstein et Maugin, 2000)

Dtp = divκ
(
P+ v♭ ⊗ fm

)
+ Sm v♭ + b. (3.105)

En utilisant l’équation de bilan de masse dans la décompositionDtp = (Dtρκ) v
♭+ρκDtv

♭,
nous déduisons la forme locale massique de bilan de quantité de mouvement

ρκ Dtv
♭ = divκP+

(
∇v♭

)
fm + b. (3.106)

Notez qu’en l’absence de flux de masse, la forme locale massique de bilan de quantité
de mouvement suit exactement la forme classique (Kuhl et al., 2007). Cette constata-
tion motive naturellement la résolution des problèmes de croissance volumique avec les
méthodes classiques. Néanmoins, on remarquera ici que le flux de masse implique né-
cessairement une formulation de second gradient pour être intégré à l’expression de la
densité d’énergie de déformation. Si ces considérations sont motivantes en termes de
réalisme, leur développement sort du cadre de cette présentation.

3.2.5.2 Bilan d’énergie

Le premier principe de la thermodynamique traduit le bilan d’énergie au sein du corps
matériel en stipulant que le taux de variation d’énergie totale, définie en mécanique
comme la somme de l’énergie cinétique et de l’énergie interne, est induit par la puissance
échangée avec l’extérieur

d

dt

∫

κ(B)
E0 dV0 =

∫

ϕ(B,t)
(〈f, v〉+ r) dV +

∫

ϕ(∂B,t)
(〈t, v〉 − q) dA

+

∫

ϕ(B,t)
([Sm + div(fm)]E + dE(fm)) dV (3.107)
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avec q = 〈q,n〉 le flux de chaleur entrant et r l’apport volumique de chaleur et où
apparaissent sur la deuxième ligne les contributions à l’énergie dues au changement de
densité. Dans la relation ci-dessus, les densités d’énergie E et E0 sont simplement reliées
par E = J−1E0. Notez que nous voyons apparâıtre dans cette relation le gradient de
l’énergie interne évaluée le long du flux de masse ; ce qui correspond simplement à la
variation d’énergie due aux transferts de masse interne.

3.2.5.3 Équations de bilan matérielles

Dans ce qui précède, nous avons limité notre attention aux variations verticales mais
il apparâıt aussi nécessaire de prendre en compte les variations horizontales permettant
notamment de faire émerger la notion de force matérielle ou configurationnelle des struc-
tures évoluant et la dissipation associée (Epstein, 2007; Maugin, 1993, 2006a; Yavari
et Marsden, 2009; Yavari et al., 2006). Pour recouvrir une forme explicite de l’équa-
tion (3.94), commençons par décomposer la partie du tenseur impulsion-énergie matériel
associé au lagrangien élastique :

(el)Jα =

[
Σα −mα

−U H

]

avec (el)J β
α =

[

−
(

Lelδ
β
α + F i

.α P
.β
i

)

F i
.α pi

−vi T .β
i pi v

i − Lel

]

(3.108)

où Σ est le tenseur de Eshelby, m le co-vecteur de quantité de mouvement matériel,
U le flux d’énergie de Umov-Pointing et H le hamiltonien (Maugin, 2000). En gardant
le même esprit que l’expression (3.94), les équations canoniques associées au lagrangien
élastique s’écrivent sous forme découplée en espace et en temps (Maugin, 2000, 2006a)

dtm− divκΣ = finh + fext (3.109a)

dtH − divκU = −P
diss − P

ext (3.109b)

où les termes de source ont respectivement le sens de force matérielle et de puissance.
Ces termes sont définis par

Forces extérieures fext = −〈b,F〉 (3.110a)

Inhomégénéités matérielles finh =
∂L

∂X

∣
∣
∣
∣
expl

−Σ : Γ (3.110b)

Dissipation P
diss =

∂L

∂t

∣
∣
∣
∣
expl

−Σ : (L+ Γt) (3.110c)

où dans l’expression des inhomogénéités matérielles et de la dissipation nous voyons
apparâıtre naturellement la connexion linéaire et sa variation temporelle. On remarque
facilement que la condition d’invariance par translation en espace du lagrangien élastique
correspond exactement aux équations du mouvement inverse en l’absence d’inhomogé-
néite matérielle ; explicitement

finh =
〈
(b+ divκP− dtp) ,−F

〉

︸ ︷︷ ︸

résidu mvt. direct

−
(
fext + divκΣ − dtm

)

︸ ︷︷ ︸

résidu mvt. inverse

. (3.111)
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Ainsi, lorsque les équations de mouvement sont satisfaites, les forces d’inhomogénéités
sont responsables du déséquilibre matériel et l’équation de conservation devient une équa-
tion de bilan. De façon analogue, la condition d’invariance par translation dans le temps
(3.109b) peut se récrire comme

P
diss =

〈
(dtp− divκP− b) , v

〉

︸ ︷︷ ︸

puissance mvt. direct

− (dtH − divκU)
︸ ︷︷ ︸

puissance mvt. inverse

. (3.112)

où l’on voit qu’elle correspond au premier principe de la thermodynamique et ne tra-
duit rien d’autre que la dissipation d’énergie. La partie temporelle des ces équations
canoniques constitue donc une mesure de réversibilité du processus.

Remarque 3.5. (Nouvelles équations ?) Selon Gurtin (2000), ces équations sont les « nou-
velles » équations fondamentales de la physique des milieux continus. Or il se trouve que
c’est une grave erreur d’interprétation. [Voir l’intéressante discussion de Maugin (2007) à
ce sujet]. En effet, les équations de mouvement d’Euler-Lagrange et les équations de bilan
canoniques sont explicitement liées. Alors certes, en prenant ces équations de façon sépa-
rée, nous obtenons des informations importantes sur le comportement du système, mais
rappelons que la dépendance explicite de ces équations les rend indissociables (De Leon
et al., 2004; Forger et Römer, 2004; Mangiarotti et Sardanashvili, 2000).

3.2.5.4 Principe d’entropie maximale

En suivant l’approche classique de Coleman, Noll et Truesdell, il est habituel de consi-
dérer que l’apport extérieur d’entropie est défini comme la puissance thermique divisée
par la température absolue (θ > 0). Ensuite, en invoquant le second principe de la ther-
modynamique statuant sur la positivité du taux de variation d’entropie, nous demandons
que la production interne d’entropie soit positive ou nulle. Cette condition induit naturel-
lement la direction des processus thermodynamiques. Pour exploiter réellement le second
principe de la thermodynamique, il est le plus souvent adéquat de reformuler le bilan
d’entropie sous forme d’une inégalité pour la dissipation. Or il se trouve que les contri-
butions matérielles de cette formulation correspondent exactement à l’expression de la
dissipation extraite de la partie temporelle de l’équation de conservation (3.94). En se
restreignant au cas isotherme, l’inégalité dé Clausius-Duhem se réduit à l’inégalité dé
Clausius-Planck et s’écrit dans ce cas

P
diss =

∫

B
Γ α
βt J .β

α (eβ⌋ω) ≥ 0. (3.113)

Notez que dans le cas télé-parallèle, le courant canonique se limite, au signe près, à
l’expression du tenseur de Eshelby. Cette expression rappelle le principe des puissances
virtuelles introduit par DiCarlo (2005) pour modéliser la croissance (voir aussi Epstein,
2007; Olsson et Klarbring, 2008). En effet, à la lecture de l’expression (3.109b), il est
très clair que la puissance dissipée correspond bien à la différence entre les variations des
sources et flux extérieurs d’énergie et celle du Hamiltonien. Il semble donc raisonnable
de postuler une entropie maximale de sorte que la dissipation le soit aussi. Partant de ce
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principe d’entropie maximale, ajoutons que nous faisons l’hypothèse que l’expression de
la dissipation puisse être dérivée d’un pseudo-potentiel convexe (Rakotomanana, 1998).
En notant Φ ce potentiel de dissipation, il vient naturellement les définitions

Φ ≡ Φ
(
J .β

α

(
dϕ, ϑα,Qαβ,T

α,Rα
β

))
, Γ α

βt =
∂Φ

∂J .β
α

(3.114)

où nous avons explicitement souligné le fait que l’expression la plus générale du cou-
rant canonique (3.91) est fonction du gradient des champs matériels ϕ et des gradients
de structure que sont la non-métricite, la torsion et la courbure de la connexion affine.
Notons enfin que l’expression la plus simple satisfaisant les propriétés de convexité cor-
respond à l’expression d’une fonction quadratique de ces arguments.

3.3 Application à la croissance des artères saines

Nous proposons, dans cette partie, de simuler la croissance d’artères. L’objectif est
d’examiner, à travers le processus de croissance, la naissance et le développement des
contraintes résiduelles. Ainsi, dans ce qui suit, nous commençons par établir un modèle de
croissance intrinsèque ; le caractère intrinsèque insistant sur le fait que nous n’avons pas
souhaité imposer le résultat de cette croissance par des valeurs homéostatiques intuitives.
Après quoi, nous illustrons les capacités de ce modèle avec quelques exemples. Enfin, nous
concluons sur ces résultats préliminaires motivants et prometteurs.

3.3.1 Modèle de croissance isotrope

Pour modéliser la croissance et le développement des contraintes résiduelles associées,
nous devons considérer deux types de cinématique : (i) la cinématique classique du corps
matériel dans l’espace ambiant et (ii) la cinématique matérielle décrivant l’évolution de
la structure matérielle. Nous supposerons que le mouvement du corps matériel dans l’es-
pace ambiant est quasi-statique et négligerons les effets inertiels. L’action d’éventuelles
forces volumiques est aussi négligée. De plus, on supposera que les conditions aux li-
mites sont parfaitement connues. Concernant la rhéologie, nous considérerons que les
parois artérielles ont un comportement parfaitement élastique. Cette hypothèse est res-
trictive car nous omettons le caractère visqueux ou contractile des tissus. Par ailleurs,
on supposera au cours de l’évolution que les propriétés élastiques et de densité de masse
restent constantes. Le lagrangien traduisant l’évolution de l’énergie interne se limite à
l’expression de la fonction d’énergie de déformation

Lel = −ψ (dϕ(eα), Gαβ)ω ∧ dt. (3.115)

L’évolution des artères est supposée se produire spontanément et l’environnement bio-
chimique est négligé. Ainsi, nous ne considérerons pas de flux de masse mais simplement
des sources locales de masse qui peuvent être vues comme une conversion spontanée
d’énergie bio-chimique en masse. L’énergie disponible pour leur croissance est supposée
infinie. À partir de ces hypothèses, il est possible de construire un modèle de croissance
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dont la loi d’évolution est simplement donnée par le potentiel de dissipation :

Φ = −K
2
(Σ .α

α )2 , Σ .α
α =

1

Jϑ

(
3ψ0 − F i

.A P
.A
i

)
. (3.116)

fonction du premier invariant associé à la trace du tenseur de Eshelby évaluée par unité
de volume matériel ω = Jϑ dV0 avec Jϑ = det{ϑα

.I}. La formulation de ce potentiel
permet de définir la loi d’évolution en fonction de l’expression du gradient de vitesse des
inhomogénéités. En utilisant la transformée de Piola, cette loi d’évolution peut s’écrire
par unité de volume initial sous la forme

LJ
.I = e.Iβ ∂tϑ

α
.I = −K

Jϑ
Σ .K

K δJI ⇔ ∂tϑ
α
.I = −K

Jϑ
Σ .K

K ϑα
.I . (3.117)

En se restreignant à la description d’un processus de croissance isotrope (ϑα
.I = a δαI ), la

loi d’évolution se limite à

∂t ln(a) = −K

Jϑ
Σ .K

K ⇔ ∂ta = −K

Jϑ
a Σ .K

K . (3.118)

La définition de ce modèle passe donc par le choix d’une fonction d’énergie de déformation
ψ incluant ses paramètres propres et la détermination de la constante K, dont la mesure
en (Pa s)−1 est analogue à une « viscosité volumique ». Si c’est le modèle le plus simple
que nous puissions établir, il est intéressant de noter que Yavari (2010, Eq. 2.183) a
récemment formulé un modèle de croissance similaire en décrivant toutefois l’évolution
de la métrique matérielle.

3.3.1.1 Illustrations 2D : algorithme de résolution

Pour illustrer le comportement de ce modèle, nous avons considéré des exemples sous
l’hypothèse de déformations planes et n’avons donc pas considéré de variation de volume
dans la direction axiale, i.e. ω = Jϑ dV0 = a2 dV0. Dans la suite nous appellerons
Jϑ = a2 le Jacobien de croissance reliant le volume matériel courant au volume initial.
En accord avec l’hypothèse de déformation plane, nous avons limité l’expression de la
trace du tenseur de Eshelby aux seules composantes du plan (dX, dY ) ; soit explicitement
en composantes cartésiennes

Σ .K
K = 2ψ0 − F x

.XP
.X
x − F y

.XP
.X
y − F x

.Y P
.Y
x − F y

.Y P
.Y
y (3.119)

avec ψ0 = Jϑ ψ la densité d’énergie de déformation par unité de volume initial,
F i
.I = δiI + ∂Iu

i les composantes du gradient de la transformation calculées à partir
du champ de déplacement ui et P .I

i = ∂ψ0/∂F
i
.I les composantes du tenseur de Piola-

Kirshhoff. L’expression de la trace du tenseur de Eshelby permet de déterminer la varia-
tion instantanée du facteur de croissance a ≡ a(X, Y, t). Pour simuler la croissance, nous
avons implémenté et résolu avec le logiciel Comsol Multiphisics (Comsol, Inc., Stock-
holm, Suède) une formulation à trois champs, respectivement associés au déplacement
ui, i = 1, 2 et au facteur de croissance a. Les configurations matérielles initiales sont sup-
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Déplacement
Facteur de croissance

Solution à t fixé

Croissance & développement

des contraintes résiduelles

Conditions initiales État résiduel

Équilibre mécanique

Loi de croissance

Figure 3.6. Modèle de croissance utilisé et algorithme de résolution. En partant d’une configuration libre de
contraintes, une pression est imposée et la nouvelle configuration est calculée par simple résolution d’un problème
élastique. À partir de ce point, la croissance est libre, simplement spécifiée par le modèle. La résolution est
effectuée par un schéma monolithique standard, avec le calcul de la jacobienne à chaque itération. Les résultats à
chaque pas de temps sont le champ de déplacement associé au mouvement et le facteur de croissance. Ce processus
continue jusqu’à un temps d’arrêt fixé arbitrairement. Suite à quoi, les variables de croissance sont figées puis la
pression interne est enlevée afin d’obtenir l’état résiduel par simple résolution d’un problème élastique.

posées libres de contraintes. Pour respecter l’idée physiologique que nous nous faisons de
la croissance, l’évolution du champ a a été spécifiée une fois les anneaux artériels pressuri-
sés. Les conditions aux limites du problème ont donc été décomposées en trois phases : (i)
chargement de la structure avec l’application d’une pression intérieure correspondant à
la pression physiologique moyenne ; (ii) phase de croissance à pression constante puis (iii)
phase de déchargement à processus de croissance figé pour faire apparâıtre les contraintes
résiduelles. On notera schématique l’équilibre mécanique donné sous forme spatiale par
div(σ) = 0. La résolution à chaque pas de temps a été effectuée à partir d’un schéma
monolithique, l’intégration temporelle étant elle basée sur un schéma d’Euler implicite.
L’idée de cet algorithme est résumée figure 3.6.
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Figure 3.7. Maillage de l’anneau et paramètres de chargement du modèle numérique de croissance. (a) Géo-
métrie de l’anneau maillée avec 600 éléments et représentation des conditions aux limites en déplacement et en
pression intérieure. (b) Une mise en pression physiologique de l’anneau est effectuée entre le temps initial et le
temps noté T0. La valeur de pression est ensuite maintenue constante à 13.3 kPa jusqu’au temps arbitraire de
fin noté Tf . Enfin, les conditions de pressions sont enlevées pour évaluer les contraintes résiduelles à TR.

3.3.1.2 Exemples de croissance d’anneaux artériels idéalisés

Le premier exemple que nous présentons est celui d’un anneau. La géométrie a été
fixée au rapport de rayons moyen observé pour les artères saines humaines (Ri = 0.8 Re).
Les parois artérielles ont été maillées de façon régulière avec 600 éléments quadrangu-
laires répartis sur 5 épaisseurs (Fig. 3.7b). Concernant le comportement mécanique des
anneaux, nous en avons considéré deux types :

i. un modèle de comportement isotrope linéaire défini à partir de la fonction d’énergie
néo-hookéenne,

ii. un modèle de comportement anisotrope non-linéaire défini à partir de la loi à deux
familles de fibres croisées proposée par Holzapfel et al. (2005b).

Pour le modèle isotrope linéaire, le module de cisaillement a été fixé à 150 kPa et le
module de compressibilité à lui été fixé à 15 103 kPa, correspondant à un coefficient de
Poisson de 0.49 (Ohayon et al., 2007). Concernant le modèle de Holzapfel et al. (2005b),
nous avons utilisé leur set de données rhéologiques relatif à la média avec les constantes
rhéologiques µ = 2.54kPa, k1 = 21.6kPa, k2 = 8.21[-], ρ = 0.25[-] et l’angle d’orientation
des fibres croisées β = 20.61°. Le module de compressibilité a été considéré identique
au modèle linéaire. Concernant le modèle de croissance, il est dépendant des fonctions
d’énergie juste introduites mais aussi du coefficient K. Nous avons fait varier les valeurs
de ce coefficient entre 10−7 et 10−5(Pa s)−1. Ces résultats sont représentés sur la figure
3.8. Commençons tout d’abord par remarquer l’importante variation de volume calculée
pour les plus grandes valeurs du coefficient K. Sur la figure 3.8 nous avons limité l’échelle
à un facteur 100 mais nos simulations ont atteint des variations encore supérieures. Notre
modèle permet donc effectivement de représenter une variation de volume matériel. Le
second point qu’il est important de noter concerne les valeurs du coefficients K. En effet,
il apparâıt clairement que ce coefficient ne joue que sur la cinétique d’évolution et ne
modifie pas l’allure de la réponse. Autrement dit, le coefficient K permet ici de définir
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Figure 3.8. Résultats cinématiques de simulations de la croissance d’un anneau artériel idéalisé selon le type de
comportement et pour différentes valeurs du paramètre K. Les résultats obtenus avec un comportement isotrope
linéaire sont en trait plein et ceux avec un modèle de comportement anisotrope non-linéaire sont en pointiller.
Les différentes valeurs de K vont du bleu au rouge avec les valeurs successives K = 10−7, 2 10−7, 5 10−7, 10−6

et 10−5 (Pa s)−1. (Haut) Variation relative du volume du corps matériel lors de la croissance. (Bas) Évolutions
temporelles du rayon intérieur, du rayon extérieur et de l’épaisseur de l’anneau.

que le temps caractéristique de la réponse en croissance. On notera aussi que deux mo-
dèles de comportement avec le même coefficient de croissance K ne conduisent pas aux
mêmes évolutions : la croissance obtenue avec le modèle anisotrope non-linéaire est sys-
tématiquement plus rapide qu’avec le modèle isotrope linéaire. Ces différences entre les
modèles de comportement se retrouvent aux niveaux des caractéristiques géométriques.
À la lecture des courbes d’évolution des rayons intérieurs, extérieurs et de l’épaisseur,
nous constatons qu’elles ont toutes une allure similaire et donc que l’évolution de géomé-
trie n’est en fait qu’une homothétie de la géométrie initiale. On notera au passage une
petite différence au niveau de l’épaisseur au temps initial T0 entre les modèles de com-
portement reflétant simplement le fait que la rigidité dans la direction radiale du modèle
de comportement anisotrope est beaucoup plus faible que cette du modèle isotrope. Quoi
qu’il en soit, si la forme géométrique axisymétrique est conservée, on notera le caractère
exponentiel de la réponse, évidemment très loin d’atteindre un seuil de stabilisation. Le
modèle de croissance ainsi conçu n’est donc pas limité en variation de volume, cette der-
nière pouvant alors être théoriquement infinie, du moins tant que la trace du tenseur de
Eshelby n’est pas nulle. Ce modèle ne permet donc pas, a priori, de décrire correctement
la croissance des artères saines.
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3.3.1.3 Évolution de la structure géométrique

En accord avec les développements géométriques du §3.2.2.4, nous considérons que
l’espace matériel peut être vu soit comme un espace de Weitzenböck, dont la torsion
est fonction du gradient de ln(a), soit comme une variété riemannienne, caractérisée par
sa courbure. Si le cas télé-parallèle semble le plus simple, dans le cas d’une géométrie
cylindrique et si la connexion matérielle est supposée triviale, la torsion induite par le
co-repère peut être non-nulle pour une valeur unitaire de a. Ce n’est pas le cas si nous
considérons une connexion riemannienne. Nous adoptons donc ce point de vue. Partant
de ce point, l’évolution de la structure géométrique du corps en croissance peut être
caractérisée par sa courbure scalaire dont l’expression 3D a été donnée Eq.(3.52). Dans
le cas d’une évolution bi-dimensionnelle, la courbure scalaire, issue de la connexion de
Levi-Civita, est simplement donnée par

R = −2∆ ln(a) = 2

[(
∂Xa

a

)2

+

(
∂Y a

a

)2

−
(
∂X∂Xa+ ∂Y ∂Y a

a

)]

. (3.120)

Nous avons implémenté cette expression lors de nos simulations et avons constaté que le
rapport entre la courbure scalaire et le facteur de croissance était représentatif du com-
portement de notre modèle. Ces observations sont représentées sur la figure 3.9. De façon
intéressante, on constate que le comportement structurel de notre modèle de croissance
est caractérisé par trois phases lorsque nous démarrons les simulations à partir d’un état
libre de contraintes. La première phase concerne l’accroissement plus que proportionnel
de la norme de la courbure scalaire par rapport au facteur de croissance. En d’autres
termes, les faibles variations du facteur de croissance engendrent immédiatement une
courbure négative d’amplitude assez importante. Cette phase se conclue par une valeur
extrémale, différente selon le rayon mais quasiment simultanée lors de l’évolution. La
norme de cette valeur est la plus importante au niveau de la paroi intérieure et est mi-
nimale au niveau de la paroi extérieure. Cette valeur dépend en particulier du modèle
de comportement : elle a été trouvée systématiquement plus importante avec le modèle
de comportement anisotrope non-linéaire par rapport au modèle isotrope linéaire. Par
contre, le coefficient K du modèle n’agit pas sur cette valeur mais simplement sur sa
position temporelle. Cette observation confirme donc le simple rôle cinétique de ce coef-
ficient. La deuxième phase caractéristique du comportement structural de notre modèle
est marquée par une compensation de la courbure scalaire générée par le facteur de crois-
sance. On a observé une diminution de la norme la courbure scalaire concomitante à une
augmentation du facteur de croissance. Enfin, ce modèle arbore une phase asymptotique
caractérisée par sa courbure scalaire constante et bien visible par la valeur nulle que
prend le rapport R /a au temps long. Ce zéro atteste d’une complète liberté du facteur
de croissance dont l’évolution n’a plus aucune conséquence sur la structure géométrique
de l’espace tangent matériel. En résumé, notre modèle de croissance démarre son ac-
tion par une modification de la structure matérielle puis après un petit retour en arrière
(diminution de l’amplitude de la courbure) atteint un seuil de blocage. C’est cette ca-
ractéristique asymptotique qui permet d’expliquer, au moins en partie, le caractère infini
des évolutions du volume matériel observées lors de nos simulations.
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Figure 3.9. (a) Résultats structuraux de simulations de la croissance d’un anneau artériel idéalisé selon le type
de comportement (linéaire en trait plein et anisotrope non-linéaire en pointiller) et pour différentes valeurs du
paramètre K (du bleu au rouge : K = 10−7, 2 10−7, 5 10−7, 10−6 et 10−5 (Pa s)−1). Les variations temporelles
du rapport de la courbure scalaire R avec le facteur de croissance a indiquent dans un premier temps la pré-
sence d’un point de courbure maximale ensuite compensé par le facteur de croissance pour atteindre une valeur
asymptotique nulle. Les variations de ce rapport selon les différents rayons sont simultanées. (b) Schématisa-
tion du comportement en trois phases du modèle de croissance. La phase initiatique est caractérisée par une
augmentation de courbure scalaire et se termine au point de courbure maximale. Démarre alors une phase de
compensation caractérisée par une diminution de la courbure provoquée par le facteur de croissance. Cette phase
se développe jusqu’à atteindre une phase asymptotique au cours de laquelle l’évolution du facteur de croissance
n’engendre aucune modification structurelle.
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Ainsi, si nous insistons autant sur la notion d’évolution infinie c’est qu’elle est op-
posée à celle stabilisation qui est elle-même fondamentale pour estimer les niveaux de
contraintes résiduelles engendrées par la croissance. En l’état actuel, notre modèle de
croissance permet bien de générer des contraintes résiduelles mais se pose naturellement
la question de leur interprétation. Si la croissance est non bornée, à quel temps doit-on
arrêter le processus de croissance pour estimer les contraintes résiduelles ? Après avoir
analysé le comportement de notre modèle, il apparâıt clairement que les contraintes rési-
duelles estimées après la phase de compensation seront indépendantes du point d’arrêt du
processus croissance. En effet, nous avons montré qu’après cette phase, toute évolution
du facteur de croissance n’influe plus sur la structure géométrique et donc sur le niveau
de contraintes, a fortiori résiduel. Ainsi, pour tout arrêt du processus de croissance après
la phase de compensation, nous avons déterminé les contraintes résiduelles selon le mo-
dèle de comportement choisi pour l’anneau. Pour un anneau isotrope, nous avons calculé
des contraintes circonférentielles résiduelles variant entre 1 kPa sur la surface intérieure
et −3 kPa sur la surface extérieure. Pour un anneau anisotrope, nous avons calculé des
contraintes circonférentielles résiduelles variant entre −22 kPa sur la surface intérieure
et −8 kPa sur la surface extérieure. Dans les deux cas, ni la distribution, ni l’amplitude
des contraintes résiduelles circonférentielles ne correspondent à ce qui est couramment
admis quant au comportement des artères saines.

3.3.1.4 Le palliatif : prise en compte de la structure géométrique

Ce que nous venons de montrer à travers l’illustration fournie par nos résultats de
simulations est que le processus de croissance tel qu’il est décrit par notre modèle est po-
tentiellement infini. Or naturellement ce résultat ne correspond pas exactement à l’idée
que l’on peut se faire de la croissance associée au développement des tissus biologiques.
Partant de ce point, nous cherchons une formulation tenant compte de l’évolution de la
structure géométrique du corps en croissance. En particulier, nous souhaitons construire
un modèle à visée homéostatique, cette homéostasie étant obtenue par compétition entre
la minimisation des inhomogénéités matérielles et celle des inhomogénéités structurelles.
Dans le cas des tissus biologiques, la minimisation des inhomogénéités matérielles traduit
simplement la volonté du tissu à être dans l’état le plus relaxé en conditions physiolo-
giques. Ce processus conduit le plus souvent à une évolution importante de la structure
matérielle. Pour contre-balancer cette évolution, nous pouvons ajouter une condition par
l’intermédiaire du Lagrangien dit de structure

Lstr ≡
R

2ℓ
ω ∧ dt (3.121)

dans lequel nous considérons comme seule mesure objective la courbure scalaire. La
constante ℓ rappelle judicieusement la constante cosmologique du Lagrangien d’Einstein-
Hilbert et pourra dans ce cas être associée à une longueur caractéristique du tissu (Lazar
et Hehl, 2010). Lorsque le corps est sans contraintes résiduelles ou de façon équivalente
lorsque la courbure de la connexion de Levi-Civita est plate, l’énergie associée est nulle.
Par contre, dès que la courbure de la connexion n’est plus nulle, ce lagrangien va agir
comme une pénalité, visant à minimiser la courbure. Ainsi, par l’introduction de ce terme,



3.3 Application à la croissance des artères saines 211

nous espérons trouver une solution optimale, c’est à dire homéostatique, à un problème
de croissance donné. Ces considérations conduisent à l’expression de la loi d’évolution

∂t ln(a) = −K

Jϑ

(

Σ .K
K +

R

2ℓ

)

(3.122)

décrite par deux constantes K et ℓ, respectivement en (Pa s)−1 et en N−1. Ce modèle
d’évolution isotrope décrit une croissance lorsque la trace du tenseur de Eshelby et que
la courbure scalaire sont négatives. Inversement, si ces deux termes sont positifs, une
résorption sera observée. Enfin, et c’était l’objectif de cette construction, lorsque les
deux termes sont opposés, le processus de croissance s’arrêtera.

3.3.2 Résultats préliminaires et discussion

Nous avons exploré les capacités de ce nouveau modèle, en intégrant la loi d’évolution
précédente (3.122), à simuler la croissance d’un anneau artériel. Dans cette partie, nous
examinons en particulier la naissance et le développement des contraintes résiduelles que
cette dernière engendre. Rappelons que dans notre modèle de croissance, nous considé-
rerons l’évolution d’une structure matérielle élastique dont les propriétés élastiques et de
densité de masse restent constantes au cours de l’évolution. Nous modélisons donc un
processus de croissance volumique dans lequel les flux de masse sont omis. Seul le champ
de mouvement est considéré dans l’expression du tenseur de Eshelby. Par ailleurs, les
effets inertiels ou associés à l’action de forces volumiques sont négligés et les résultats
sont issus de simulations sous l’hypothèse de déformations planes. Lors de ces simula-
tions, nous avons successivement considéré un modèle de comportement isotrope puis
un modèle de comportement anisotrope non-linéaire de Holzapfel et al. (2005b). La loi
de croissance isotrope est identique dans les deux cas et nous avons utilisé les valeurs
K = 510−10 (Pa s)−1 et ℓ = 5 10−8 N−1. Les résultats des cinématiques de croissance
sont représentés sur la figure 3.10. À la lecture de l’évolution de volume, nous pouvons
constater l’apparition d’une valeur extrémale bien que le modèle ne soit ni spécifié avec
des valeurs homéostatiques ou des bornes d’encadrement de la valeur du coefficient de
croissance. Ce résultat original souligne donc la possibilité d’obtenir une stabilisation du
processus de croissance en tenant compte de la donnée structurelle qu’est la courbure
scalaire.

Toutefois, si notre modèle permet d’atteindre une valeur extrémale, ce point a été
dépassé puis suivi d’une phase de décroissance (courbes grises, Fig. 3.10 haut). Cette
phase de décroissance consécutive à une forte augmentation de volume ne nous semble
pas physiquement cohérente. Par conséquent, nous avons fait le choix d’arrêter la solution
et d’analyser que les résultats de la seule phase de croissance (courbes rouges, Fig. 3.10
haut). En partant de ce point, notre modèle de croissance conduit à une multiplication
de près de 4 fois du volume matériel et permet donc bien à simuler un processus de crois-
sance. La cinématique de croissance montre une évolution de type sygmöıdale avec une
phase d’initiation de la croissance, une zone d’évolution à peu près linéaire et enfin une
zone de stabilisation. L’allure de cette évolution ne semble pas dépendre du modèle de
comportement mécanique : les réponses sont très similaires entre le modèle de comporte-
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Figure 3.10. Résultats cinématiques de simulations de la croissance d’un anneau artériel idéalisé selon le type de
comportement : les résultats obtenus avec un comportement isotrope linéaire sont en trait plein et ceux avec un
modèle de comportement anisotrope non-linéaire sont en pointiller. (Haut) Variation relative du volume du corps
matériel lors de la croissance. En gris est représenté le résultat vrai et en rouge la partie physiquement cohérente
que l’on a conservé pour évaluer les contraintes résiduelles. Ce choix est relatif au point de tangence dépassé et
indiqué par des flèches horizontales. (Bas) Évolutions temporelles du rayon intérieur, du rayon extérieur et de
l’épaisseur de l’anneau.

ment isotrope linéaire ou le modèle de comportement anisotrope non-linéaire. Par contre,
la différence de modèle a manifestement un effet sur la variation globale de volume, que
nous avons trouvée un peu plus importante avec le modèle anisotrope non-linéaire. Ces
variations de volume traduisent évidemment des variations de la section des anneaux.
Ce qui apparâıt à la lecture de la figure 3.10 (Bas), c’est une homothétie parfaite d’un
facteur de 1.86 entre les caractéristiques géométriques initiales et résiduelles d’un anneau
au comportement élastique isotrope linéaire. Par contre, pour un anneau dont le modèle
de comportement est anisotrope non-linéaire, la variation du rayon intérieur a été trouvée
plus importante que celle du rayon extérieur avec des facteurs respectifs de 2.05 et 2.01
entre les géométries initiales et résiduelles. L’ordre de ces facteurs nous indique que le
processus de croissance a été plus intense du coté de la lumière et leur rapport indique
une multiplication de l’épaisseur d’un facteur voisin de 1.97. Ces différences expliquent
en partie celle observée au niveau de la variation de volume total.

En résumé, notre modèle de croissance semble traduire de façon cohérente la vision
que l’on peut avoir du processus de croissance. L’amplitude des variations des caractéris-
tiques géométriques induites par la croissance n’est pas démesurée et reste dans un cadre
acceptable. L’allure sygmöıdale des évolutions semble naturelle et donc intuitivement
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Figure 3.11. Évolution des contraintes circonférentielles lors de la croissance d’un anneau artériel idéalisé.
(a) Cas d’un anneau au comportement élastique isotrope et linéaire ; (b) Cas d’un anneau au comportement
élastique anisotrope et non-linéaire. En partant d’une configuration libre de contraintes, l’anneau est pressurisé
(T0) puis soumis à un processus de croissance de T0 à TS . Les contraintes résiduelles sont obtenues en enlevant
la pression intérieure de la configuration pressurisée stable.

adaptée. Rappelons que ce résultat original a été obtenu simplement par l’introduction
de la courbure scalaire dans le modèle d’évolution du facteur de croissance.

Suite à cette présentation de nos résultats prometteurs de cinématique de croissance,
il apparâıt logique de focaliser notre attention sur l’analyse des contraintes dans la paroi.
Une représentation de l’évolution des contraintes circonférentielles est donnée figure 3.11.
À la lecture de ces résultats, le premier constat qu’il convient de faire concerne l’évolution
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des contraintes lors de la croissance spécifiée avec ce modèle. Au temps initial (T0), les
contraintes circonférentielles sont maximales au niveau de la paroi intérieure et minimales
à l’extérieur. Au cours du processus de croissance, cette distribution évolue en passant
par état de traction circonférentielle relativement uniforme. Suite à quoi, la distribution
des contraintes circonférentielles s’inverse et les contraintes maximales sont observées au
niveau de la paroi intérieure, les contraintes minimales étant, au temps caractéristique
de stabilité (TS), situées à l’extérieur. L’état de contraintes résiduelles obtenu après ce
processus de croissance est caractérisé par des contraintes circonférentielles de compres-
sion à l’intérieur et de traction à l’extérieur. Nous constatons donc, à la différence du
modèle libre, une inversion de la distribution des contraintes circonférentielles entre le
temps initial et le temps caractéristique de stabilité, tant avec un modèle de comporte-
ment isotrope linéaire qu’avec un modèle de comportement anisotrope non-linéaire (Fig.
3.11). Les résultats que nous avons obtenus montrent des contraintes circonférentielles
résiduelles de compression sur la paroi intérieure et de traction sur l’extérieur. De façon
intéressante, on notera que ces distributions de contraintes résiduelles sont similaires à
celles que nous avions obtenu expérimentalement dans le chapitre 2. Plus généralement,
ces considérations correspondent à ce qui est communément observé expérimentalement
et par conséquent admis quant au comportement mécanique des parois saines. Par contre,
notre modèle conduit à des niveaux d’amplitude beaucoup moins symétriques par rap-
port au rayon moyen avec une norme maximale de l’amplitude des contraintes au niveau
de la paroi intérieure. Notons aussi que l’amplitude des contraintes résiduelles que nous
avons obtenu dépend du modèle de comportement utilisé. Dans le cas d’un modèle de
comportement isotrope linéaire, nous avons obtenus une valeur voisine de −90 kPa au
niveau de la paroi intérieure et une valeur voisine de +20 kPa au niveau de la paroi
extérieure. Avec le modèle de comportement anisotrope non-linéaire de Holzapfel et al.
(2005b), nous avons obtenus une valeur voisine de −265 kPa au niveau de la paroi inté-
rieure et une valeur voisine de +35 kPa au niveau de la paroi extérieure. Ces amplitudes
de contraintes circonférentielles ne correspondent pas à ce qui est communément admis.

Par conséquent, si notre modèle de croissance semble, dans une certaine mesure, ca-
pable de décrire le développement des contraintes résiduelles au sein des artères saines, il
ne permet pas encore de reproduire correctement leur distribution. Le point de stabilité
intrinsèque identifié ne semble donc pas correspondre à une certaine réalité physiologique.
Aussi, pour recouvrer des contraintes d’amplitude normale, il faudrait probablement in-
tégrer d’autres informations au modèle, qu’elles soient de nature à encadrer le facteur de
croissance ou relatives à un comportement mécanique homéostatique.

En résumé, l’approche théorique utilisée pour notre modèle de croissance reste pro-
metteuse, mais ne permet pas encore de décrire correctement le développement des
contraintes résiduelles au sein des artères.

Rappels des principaux résultats

Pour conclure sur ces résultats préliminaires, nous noterons que notre modèle a per-
mis de faire émerger une notion de limite intrinsèque, c’est à dire sans spécifier ni de
borne cinématique, ni de valeur homéostatique. Ce résultat original a été rendu possible
par la prise en compte de données structurelles de l’espace tangent matériel par l’in-



3.3 Application à la croissance des artères saines 215

termédiaire de la courbure scalaire. À notre connaissance c’est la première fois qu’un
tel modèle a été établi et les illustrations proposées témoignent des premiers succès de
cette approche. En effet, nos résultats cinématiques se sont révélés intéressants par la
présence d’une valeur maximale intrinsèque de la variation du volume. Ces variations
de volume ont été concomitantes avec l’apparition de contraintes résiduelles que nous
avons pu quantifier. Cependant, la relative incohérence de la distribution des contraintes
physiologiques obtenues avec un modèle de comportement anisotrope par rapport aux
résultats expérimentaux soulève plusieurs limitations à notre approche.

Limitations

Rappelons que pour la construction de ce modèle, nous sommes parti du modèle de
croissance (Eq. 3.118) le plus simple possible. Nous avons montré dans un premier temps
qu’un modèle de croissance non-contraint conduit potentiellement à un processus infini.
De façon originale, nous avons montré qu’un modèle non contraint peu être caractérisé
par trois phases associées à un comportement de la courbure scalaire de la connexion
matérielle et au facteur de croissance. En particulier, nous avons justifié l’évolution infinie
par un facteur de croissance augmentant indépendamment de toute considération de
structure. Pour compenser ce défaut, nous avons intégré un terme associé à la courbure
scalaire dans l’expression de la loi de croissance (Eq. 3.122). Nous avions établi cette
construction à des fins homéostatiques, espérant un équilibre entre les effets du tenseur
de Eshelby et la partie qui ressemble à un lagrangien de gravitation. Lors de la mise
en pratique de ce modèle, nous avons en partie obtenu le résultat voulu. En effet, notre
modèle a bien permis de faire émerger une notion de valeur maximale intrinsèque. Par
contre, nous avons dû arrêter la solution en ce point pour éviter sa décroissance – qui
ne nous semble pas physiquement cohérente avec notre compréhension des processus de
croissance. Cette démarche d’arrêt soulève inévitablement la question du domaine de
validité du modèle.

Pour restreindre le domaine de validité, une formulation encadrée de type loi saturée
est l’exemple standard. C’est en partie ce qui a motivé de nombreux auteurs à considérer
au lieu d’un simple coefficient dans le modèle de croissance libre, une fonction bornée du
facteur de croissance K ≡ K(a). La fonction la plus utilisée semble être celle proposée
par Lubarda et Hoger (2002). Cette fonction s’écrit avec nos notations

K(a) =







k+
[
a+ − a

a+ − 1

]m+

pour Σ .K
K < 0

k−
[
a− a−

1− a−

]m−

pour Σ .K
K > 0

(3.123)

et demande donc, entre autres, la spécification des valeurs minimales (a−) et maximales
(a+) du facteur de croissance. Cette loi de croissance de type saturé a notamment été
utilisée par Kuhl et al. (2007) pour simuler la croissance des artères athérosclérotiques.
Toutefois et comme attendu, le résultat des simulations est largement anticipé par le
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choix des bornes du facteur de croissance. La question qui se pose alors est comment
déterminer expérimentalement ces bornes ?

Par ailleurs, lors de la mise en place de ces applications préliminaires, nous avons
montré que le modèle de croissance isotrope construit ne permet pas de décrire convena-
blement l’évolution des contraintes résiduelles lors de la croissance. En effet, les niveaux
de contraintes obtenus sont très éloignés de ce qu’il est communément accepté dans la
communauté biomécanique. Si nous voulons obtenir une classe de solutions vraisem-
blables plus en accord avec les mesures expérimentales, il apparâıt nécessaire de modifier
le modèle et de le compléter. D’une façon générale, le dilemme auquel nous faisons face,
est relatif à la notion d’évolution intrinsèque que nous avons essayé de développer. En
partant de l’expression d’un modèle générique de croissance, il est communément admis
qu’il est possible de formuler deux types de modèles : (i) si K ≡ K(a) est une fonction
bornée du facteur de croissance, auquel cas notre résultat dépend du choix des bornes
de a ; (ii) il est possible d’introduire, comme Ambrosi et al. (2008), une valeur homéo-
statique de la trace du tenseur de Eshelby, auquel cas notre résultat dépend du choix de
cette valeur. Ces deux modèles se résument comme

∂t ln(a) = −K(a)

Jϑ
Σ .K

K (i) saturé (3.124a)

∂t ln(a) = −K

Jϑ

(
Σ .K

K − Σ̄ .K
K

)
(ii) homéostatique (3.124b)

Compte tenu des résultats que nous avons obtenus, nous devons envisager la présence
de ces deux types d’informations dans le modèle. Enfin, nous souhaitons insister que le
fait que cette approche préliminaire est incomplète et qu’il apparâıt aussi fondamental
de l’enrichir avec des composantes biologiques.

Malgré ces nombreuses limitations, nous souhaitons conclure sur le caractère original
de notre approche que nous avons pas encore eu le temps d’explorer pleinement. Toutefois,
nous pensons que la démarche de construction que nous avons mis en place pourra nous
permettre à moyen terme d’obtenir des résultats beaucoup plus intéressants et instructifs
sur le développement des contraintes résiduelles.

3.4 Conclusion

Ce n’est depuis le milieux des années 1990 que les études se sont concentrées sur le ca-
ractère vivant des tissus et ont conduit à l’émergence de la mécanobiologie (Taber, 1995).
Mais comme mentionné par Humphrey (2009a), les modèles actuels ne parviennent pas
encore à décrire correctement les évolutions inhérentes au caractère vivant et il y a, tou-
jours selon Humphrey, un besoin en modélisation mécanobiologique. Notons que dans ce
challenge, les processus de contraction, de croissance et de remodelage sont des candidats
de premier choix tant ils requièrent encore d’études pour être réellement compris (Hum-
phrey, 2008b; Taylor et Humphrey, 2009; Wagenseil et Mecham, 2009). Or ces processus
d’évolution sont indéniablement associés à la présence de contraintes résiduelles. Malgré
tout, il n’existe encore que très peu de travaux expérimentaux de leur quantification et
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théoriques de modélisation de leur développement. C’est à ce manque que nous avons
voulu contribué.

La littérature scientifique est assez peu extensive sur la notion de contraintes ré-
siduelles et se limite souvent à la seule preuve expérimentale de leur existence. Nous
souhaitions comprendre par la modélisation l’origine des contraintes résiduelles. Cette
recherche de sens nous a conduit à faire une relecture active des hypothèses géométriques
de la mécanique des milieux continus et à aborder de façon moderne et rigoureuse son ex-
ploitation dans la description des milieux vivants. Même si dans cette construction nous
nous sommes efforcés de donner un sens physique aux différents termes intervenants dans
les expressions, notre compréhension du développement des contraintes résiduelles reste
encore incomplète. Toutefois, nous concevons ces travaux comme des bases fondamen-
tales nécessaires au développement d’une théorie mécano-biologique.

Ainsi, les éléments apportés dans ce chapitre sont dans une certaine mesure assez géné-
raux mais ils témoignent de notre plus profonde motivation qui est de pouvoir modéliser
un jour, de façon simultanée, les évolutions de structure et de fonction des tissus. Nous
avons voulu aborder la notion d’évolution par ses conséquences sur la structure matérielle
et pensons raisonnablement pouvoir intégrer la description des processus biologiques dans
ce formalisme. Nous avons d’ailleurs déjà commencé un travail en ce sens pour décrire
le processus inflammatoire impliqué dans le développement des plaques d’athérosclérose.
Ces travaux trop peu avancés n’ont pas été intégrés à ce manuscrit, mais leur mention
ici permet de situer l’approche globale que nous essayons de constituer.

Malgré tout ce travail souffre probablement d’une ambition démesurée, difficile à réa-
liser dans le temps imparti des études doctorales. La preuve la plus prégnante est offerte
par l’absence d’application innovante. Toutefois, la richesse des sujets traités dans ce
chapitre constitue une base sérieuse de modélisation qui sera très probablement utilisée
et développée à l’avenir.





Conclusion générale & Perspectives

L’objet de ce travail était d’apporter des éléments de compréhension sur le rôle des
contraintes résiduelles au sein des plaques d’athérosclérose. En particulier, nous souhai-
tions étudier (i) dans quelle mesure les contraintes résiduelles pouvaient affecter le degré
de vulnérabilité des plaques et (ii) essayer de comprendre, en se basant sur l’expérimen-
tation animale, si les contraintes résiduelles affectent les processus inflammatoires en son
sein. D’un point de vue plus mécanique, la question à laquelle nous nous sommes attaché
concerne la compréhension par la modélisation de leur origine et de leur développement.
Nous ne sommes pas (encore) parvenu à cet objectif mais nous avons apporté de nou-
velles idées pouvant conduire à une redéfinition du problème.

Articulées autour de la notion de contraintes résiduelles au sein des tissus artériels
sains et/ou pathologiques, les contributions de ce travail se déclinent selon trois niveaux,
identifiables à chacun des trois chapitres de ce mémoire. Dans le premier chapitre, nous
avons présenté une vue d’ensemble contemporaine de mécanique vasculaire et de la prin-
cipale problématique qu’est l’athérosclérose. Ce chapitre est le fruit de lectures croisées
et d’échanges fructueux avec des biologistes et médecins, concaténées avec une vision
résolument mécanique. Une synthèse d’une telle nature n’existait pas encore dans la
communauté biomécanique de la plaque et nous espérons qu’elle puisse servir aux nou-
veaux chercheurs investissant ce domaine.

Dans le second chapitre, nous nous sommes intéressés à la quantification expérimen-
tale des contraintes résiduelles au sein de l’aorte de souris apoE-/-. Ce modèle animal
est à l’heure actuelle le plus utilisé pour la compréhension des processus biologiques
de développement des plaques. La questions à laquelle nous avons essayé de répondre
était : dans quelle mesure les contraintes résiduelles affectent les processus inflamma-
toires au seins de la plaque ? Une telle étude mécano-biologique n’avait pas encore été
menée sur la plaque. Le premier point central de cette recherche de corrélation était
donc de pouvoir estimer les niveaux de contraintes au sein des plaques. De façon origi-
nale et à partir de données géométriques d’anneaux ouverts selon la méthode de l’angle
d’ouverture et de données rhéologiques des constituants des plaques de souris obtenus
par caractérisation en microscopie à force atomique, nous avons réussi à reconstruire les
états de contraintes et déformations résiduelles au sein des artères saines et pathologiques
de ce modèle murin. Ce résultat est le fruit de développements mécaniques tant sur le
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choix d’un modèle de comportement, de sa caractérisation et de son implémentation, que
sur une formulation numérique astucieuse du problème de reconstruction des anneaux
ouverts. Ces reconstructions ont notamment permis de comprendre et d’expliquer, au
moins en partie, pourquoi les plaques de souris, contrairement aux plaques humaines, ne
rompent pas. Ce résultat est fondamental et doit guider le développement d’autres mo-
dèles animaux pour comprendre réellement les mécanismes de complication des plaques.
Toutefois, malgré ces avancées originales, nous n’avons pas réussi à établir de corrélation
entre la distribution des contraintes ou des déformations avec l’intensité du phénomène
inflammatoire au sein des plaques estimée par la densité de macrophages. D’un point
de vue mécano-biologique, ce qui émerge de cette étude est la relative indépendance
des problèmes mécaniques et biologiques associés à l’inflammation. Ce point contre-dit
toutes les intuitions et doit être approfondi par des études sur des échantillons d’animaux
beaucoup plus importants.

Comme les contraintes résiduelles sont un marqueur naturel du développement des
tissus, nous avons entrepris de modéliser (pour comprendre) le développement des
contraintes résiduelles. L’objectif de ce travail, présenté dans le troisième chapitre, était
de poser de nouvelles bases de modélisation mécano-biologique. Si toute entité biolo-
gique est caractérisée par sa bivalence structure-fonction, nous avons abordé le problème
à partir de la notion de structure. En particulier, nous avons essayé de faire émerger
des éléments de compréhension du développement des contraintes résiduelles. Toutefois,
les travaux effectués ne constituent qu’une étape préliminaire et n’ont pas encore été
explorés pleinement.

Limitations

Comme toute activité de recherche, les travaux présentés dans ce mémoire ne sont pas
dénués de limitations. Par exemple, l’ensemble des études numériques présentées ont été
réalisées sous l’hypothèse de déformations planes. Cette hypothèse est pratique et offre
un cadre de modélisation raisonnable dans bien des cas. Toutefois, il faut bien admettre
une certaine méconnaissance de la nature des sollicitations tri-dimensionnelles réelles
auxquelles sont soumises les artères. Ces points demandent a être évalués précisément et
sont donc une limite évidente de tous nos résultats, en particulier de reconstruction des
contraintes résiduelles.

Par ailleurs, lors de ces reconstructions, même si nous avons fait un effort dans la
description du comportement élastique, anisotrope et non-linaire des artères, nous avons
complètement négligé les contributions actives (de contraction) et visqueuses. Si ces ou-
blis n’entament pas la validité des résultats à l’état résiduel, il est clair que ces hypothèses
ne sont pas sans conséquences sur le niveau des contraintes physiologiques estimées. Cette
limitation est à mettre en parallèle avec notre explication de non-rupture des plaques qui
doit donc être vérifiée en considérant un modèle de comportement plus complet et, pour
être cohérents avec notre première limitation, dans un environnement tri-dimensionnel
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impliquant quelques inter-acteurs là aussi négligés.

Une autre limitation relative aux travaux présentés dans le deuxième chapitre concerne
le faible nombre d’animaux engagés dans cette étude. Il apparâıt évident qu’un échan-
tillon plus grand permettrait sûrement de dégager des comportements émergents. Dans
un telle situation, nous aurions peut être pu établir une corrélation mécano-biologique
entre les contraintes et l’intensité du processus inflammatoire.

Enfin, la limitation la plus importante afférente aux travaux présentés dans ce mémoire
concerne la construction encore inachevée d’un cadre de modélisation métrique-affine en
mécano-biologie. En effet, à ce stade de développement, il est légitime de se poser la
question de l’utilité de ces outils dans la description du comportement des milieux vivants.
Nous pensons que cette approche ouvre de nouvelles perspectives de modélisation et nous
avons essayé d’en motiver la construction en associant chaque terme à une évolution
d’une structure biologique. Toutefois et comme nous l’avons illustré en faisant le choix
d’un simple modèle de croissance, apparaissent très vite de nouvelles difficultés dans la
formulation des modèles de comportement dissipatif, que nous espérons dépasser très
prochainement.

Perspectives

Pour reprendre les propos de Holzapfel et Ogden (2010a), mentionnons que nous ne
sommes actuellement qu’au début d’un des challenges les plus importants afférant à la
compréhension du développement physiologique et pathologique des parois artérielles.
Ainsi, les nouvelles questions issues de ces travaux sont plus nombreuses que celles aux-
quelles nous avons répondu et les perspectives de recherche ne manquent pas.

Le premier point qui semble fondamental est de vérifier cette « non-corrélation » entre
les contraintes mécaniques au sein des plaques et l’intensité du processus inflammatoire.
Des expériences similaires à celles que nous avons conduit mais sur un modèle animal
plus proche de l’homme – comme peut l’être le porc – permettraient sûrement d’amé-
liorer la compréhension de l’impact des contraintes résiduelles sur le comportement des
artères athérosclérotiques humaines.

Par ailleurs, il serait très intéressant de disposer d’un modèle expérimental in vitro
d’athérogenèse. Ce dernier permettrait d’étudier de façon dynamique l’évolution du pro-
cessus et ainsi d’améliorer grandement la compréhension de l’athérosclérose. Notons que
quelque part, il semblerait que les réponses aux questions que nous nous posons soient
justement associées à sa mise en place, qui n’est pas sans challenge pour les biologistes.

D’un point de vue plus fondamental, il apparâıt aussi nécessaire de construire des ex-
périences sur des artères saines afin de mieux comprendre les processus de contraction, de
croissance et de remodelage en mettant notamment en parallèle le niveau de contraintes
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résiduelles et l’activité biologique.

Enfin, l’axe de recherche que nous souhaitons voir se développer concerne la modélisa-
tion de la complexité sous-jacente à celle de l’athérosclérose. Du point de vue de l’auteur,
il serait opportun de continuer le développement d’un formalisme mécanobiologique dans
le cadre métrique-affine de la théorie des champs, connue et reconnue pour sa capacité à
décrire les interactions. En suivant cette voie, la séquence de travail pourrait être d’adap-
ter ce cadre de modélisation à la modélisation de la croissance puis du remodelage et
de la contraction cellulaire avant de fusionner ces différentes contributions et de vérifier
expérimentalement les prescriptions du modèle. Après quoi, seulement, il semble raison-
nable d’aborder la modélisation de la complexité inhérente à l’athérogénèse et de tester
différents scénarios de croissance de plaque.
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Hertz, H., 1881. Über die berührung fester elastischer körper. Journal für die reine und
angewandte Mathematik 92, 156–171.

Hofmann Bowman, M., Gawdzik, J., Bukhari, U., Husain, A., Toth, P., Kim, G., Ear-
ley, J., McNally, E., 2011. S100A12 in vascular smooth muscle accelerates vascular
calcification in apolipoprotein E-null mice by activating an osteogenic gene regulatory
program. Arteriosclerosis, Thrombosis, and Vascular Biology 31 (2), 337.

Hoger, A., Van Dyke, T., Lubarda, V., 2004. Symmetrization of the growth deformation
and velocity gradients in residually stressed biomaterials. Zeitschrift für Angewandte
Mathematik und Physik (ZAMP) 55 (5), 848–860.

Holman, R., McGill Jr, H., Strong, J., Geer, J., 1958. The Natural History of Atheros-
clerosis : The Early Aortic Lesions as Seen in New Orleans in the Middle of the 20th
Century*. The American Journal of Pathology 34 (2), 209–235.

Holzapfel, G., 2000. Nonlinear solid mechanics : a continuum approach for engineering.
John Wiley & Sons Inc.

Holzapfel, G., 2004. Computational biomechanics of soft biological tissue. In : Er-
win Stein, R. d. B., Hughes, T. J. (Eds.), Encyclopedia Of Computational Mechanics.
Vol. 2. John Wiley & Sons, Ltd, Chichester, Ch. 18, pp. 605–635.

Holzapfel, G., 2009. Arterial Tissue in Health and Disease : Experimental Data, Collagen-
Based Modeling and Simulation, Including Aortic Dissection. In : Holzapfel, G. A.,
Ogden, R. W. (Eds.), Biomechanical modelling at the molecular, cellular and tissue
levels. Springer Verlag, Ch. 4, pp. 259–344.

Holzapfel, G., Gasser, T., 2001. A viscoelastic model for fiber-reinforced composites at
finite strains : Continuum basis, computational aspects and applications. Computer
methods in applied mechanics and engineering 190 (34), 4379–4403.

Holzapfel, G., Gasser, T., 2007. Computational stress-deformation analysis of arterial
walls including high-pressure response. International journal of cardiology 116 (1),
78–85.



232 Bibliographie

Holzapfel, G., Gasser, T., Ogden, R., 2000. A New Constitutive Framework for Arterial
Wall Mechanics and a Comparative Study of Material Models. Journal of Elasticity
61 (1), 1–48.

Holzapfel, G., Gasser, T., Stadler, M., 2002a. A structural model for the viscoelastic be-
havior of arterial walls : Continuum formulation and finite element analysis. European
Journal of Mechanics/A Solids 21 (3), 441–463.

Holzapfel, G., Ogden, R., 2010a. Constitutive modelling of arteries. Proceedings of the
Royal Society A : Mathematical, Physical and Engineering Science 466 (2118), 787–
799.

Holzapfel, G., Ogden, R., 2010b. Modelling the layer-specific three-dimensional residual
stresses in arteries, with an application to the human aorta. Journal of the Royal
Society Interface 7 (46), 787.

Holzapfel, G., Sommer, G., Regitnig, P., 2004. Anisotropic mechanical properties of tissue
components in human atherosclerotic plaques. Journal of biomechanical engineering
126 (5), 657–665.

Holzapfel, G., Stadler, M., Gasser, T., 2005a. Changes in the mechanical environment
of stenotic arteries during interaction with stents : Computational assessment of pa-
rametric stent designs. Journal of biomechanical engineering 127 (1), 166–180.

Holzapfel, G., Stadler, M., Schulze-Bauer, C., 2002b. A layer-specific three-dimensional
model for the simulation of balloon angioplasty using magnetic resonance imaging and
mechanical testing. Annals of Biomedical Engineering 30 (6), 753–767.
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module de Young local des plaques d’athérosclérose. Thèse de doctorat, Université
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Annexes





A

Implémentation des lois de comportement
anisotropes non-linéaires

Comme les artères peuvent être considérées comme des composites fibrés, nous avons
été intéressés par l’implémentation de lois de comportement hyper-élastiques anisotropes
et non-linéaires des parois artérielles. Cette annexe a pour objectif d’expliquer leur im-
plémentation dans le code de calcul ANSYS. Nous commençons par rappeler les bases
permettant d’exprimer les quantités spatiales dans le co-repère tourné. Après quoi, nous
donnons les éléments clés permettant l’implémentation co-rotationnelle du tenseur des
contraintes de Cauchy et de l’opérateur tangent nécessaires à chaque itération de Newton-
Raphson. Enfin, nous donnons les dérivations explicites des trois modèles de comporte-
ment suivants :

1. Modèle anisotrope à deux familles de fibres conjuguées de Holzapfel et al. (2000),

2. Modèle anisotrope à quatre familles de fibres de Baek et al. (2007), dans lequel deux
familles de fibres sont conjuguées,

3. Modèle anisotrope à deux familles de fibres conjuguées de Holzapfel et al. (2005b).

A.1 Formulation co-rotationnelle

Rappelons que pour un problème d’élasticité anisotrope en grandes déformations,
nous recherchons la transformation ϕ qui associe à tout point matériel du corps matériel
B, ayant pour métrique G, sa position x = ϕ (p, t) dans la configuration spatiale de
métrique g. Le gradient de cette transformation est défini par F = dϕ (p, t) avec le
Jacobien J = detF > 0. Pour décrire les directions de fibres associées à l’anisotropie,
nous introduisons les tenseurs structuraux Aα = fα ⊗ fα symétriques par constructions
et dans chacun desquels le vecteur matériel unitaire fα décrit la direction de la fibre α
sur le corps matériel B. Avec ces tenseurs structuraux Aα (ou pseudo-métriques) associés
aux directions de fibres matérielles α, la densité d’énergie de déformation peut être vue
comme la fonction

ψ̃ :
(
F,G−1,Aα,g

)
→ R (A.1)

par unité de volume initial. Le principe de covariance stipule l’invariance de l’énergie de
déformation pour tout difféomorphisme matériel ou spatial (Simo et al., 1988), ce qui
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revient à considérer dans le cas anisotrope (comparer avec Lu et Papadopoulos (2000),
équations 31 et 37)

ϕ−1 ◦ ψ̃
(
F,G−1,Aα,g

)
= ψ̃

(
ϕ∗(F),G−1,Aα, ϕ

∗(g)
)
= ψ̃

(
I,G−1,Aα,C

)
(A.2)

ψ̃
(
F,G−1,Aα,g

)
◦ ϕ−1 = ψ̃

(
ϕ∗(F), ϕ∗(G

−1), ϕ∗(Aα),g
)
= ψ̃ (I,b, aα,g) (A.3)

avec les mesures de déformation C = ϕ∗ (g) et b = ϕ∗ (G
−1), respectivement appelées

les tenseurs de Cauchy-Green droit et gauche et aα = ϕ∗(Aα) le transformé du tenseur
structurel matériel Aα. Cette propriété de covariance conduit aux versions matérielles et
spatiales de la formule de Doyle-Ericksen (Lu et Papadopoulos, 2000)

C
∂ψ̃

∂C
=

∂ψ̃

∂G−1
G−1 +

∂ψ̃

∂Aα

Aα (A.4)

g
∂ψ̃

∂g
=
∂ψ̃

∂b
b+

∂ψ̃

∂aα

aα (A.5)

où la première équation n’est jamais que la version convectée de la seconde. Pour finir
cette introduction sur le concept de covariance ou d’objectivité, il est maintenant clair que
les équations (A.2) et (A.3) conduisent à reformuler la fonction de densité d’énergie ψ̃ en
fonction du groupe d’invariants (par rotation) {I1, I2, I3, Iα4 , Iα5 } qui, de façon naturelle,
peut être vu comme l’exploitation des formules de Doyle-Ericksen (A.4) et (A.5). En
effet, selon cette vision, les invariants de ce groupe se définissent comme (comparez avec
les définitions usuelles données par Holzapfel, 2000)

I1 = tr
(
C G−1

)
= tr (g b) (A.6)

I2 =
1

2

[

I21 − tr
(
C G−1

)2
]

=
1

2

[
I21 − tr (g b)2

]
(A.7)

I3 = detC = detb = J2 (A.8)

Iα4 = tr (C Aα) = tr (g aα) (A.9)

Iα5 = tr
(
C G−1 C Aα

)
= tr (g b g aα) . (A.10)

Notez que dans ces définitions, le caractère convectif de la formulation matérielle apparâıt
très clairement ; mais ce qui nous intéresse concerne l’invariance par rotation. En effet,
comme toute fonction de ces invariants est un invariant, les fonction d’énergie exprimées
à partir de ces quantités sont donc invariantes par rotation.

Formulation variationnelle

Les variations de cette fonction d’énergie δξψ [∂ϕ] = dεψ [∂ (φε ◦ ϕ)]|ε=0, où φε est
l’écoulement généré par le champ de vecteur ξ = ξi∂i, sont associées à la dérivée de Lie

Lξψ =
∂ψ

∂g
: Lξg = τ : d (A.11)



A.1 Formulation co-rotationnelle 253

où d = sym (g l), est la partie symétrique de la version complètement covariante du
gradient de vitesse de transformation l = ξi;j∂i ⊗ dxj et où τ = 2 ∂g ψ est le tenseur des
contraintes de Kirshhoff. En réitérant l’opération, nous obtenons la dérivée de Lie du
tenseur des contraintes de Kirshhoff

Lξτ =
∂τ

∂g
: Lξg = c : d. (A.12)

où c est l’opérateur tangent, défini par

(c)ijkl = 2
∂τ ij

∂gkl
. (A.13)

À ce stade, nous avons défini un opérateur tangent c sur lequel nous n’avons mis aucune
contrainte concernant l’invariance par rotation. Pour en tenir compte, commençons par
rappeler que la dérivée de Lie du tenseur des contraintes de Kirshhoff peut aussi se définir
à partir de la relation

Lξτ = dtτ − l τ − τ lT (A.14)

où il est maintenant temps d’introduire le tenseur des taux de rotation ω = asym (g l)
correspondant à la partie anti-symétrique du gradient de vitesse de transformation g l =
d+ω. Normalement toute loi objective est invariante par rotation, c’est à dire que pour
tout tenseur Q ∈ O(3) du groupe orthogonal, le tenseur de Kirshhoff doit vérifier (Simo
et Marsden, 1984)

τ
(
Q F,G,Aα,Q

TgQ
)
≡ Q τ (F,G,Aα,g) QT. (A.15)

Cette relation est suffisamment explicite et peut être récrite en utilisant le théorème
de décomposition polaire qui associe à toute transformation une unique décomposition
F = RU où R est un tenseur de rotation orthogonal et U un tenseur symétrique défini
positif de déformation pure. On obtient ainsi immédiatement Simo et Marsden (comparer
avec 1984, Éq. 3.8)

τ (F,G,Aα,g) ≡ R∗ [τ (U,G,Aα,g)] . (A.16)

Si on note τ̂ ≡ τ (U,G,Aα,g) le tenseur dans le (co-)repère avant rotation et si on garde
la dénomination τ ≡ τ (F,G,Aα,g), il vient alors que le passage de l’un à l’autre se fait
simplement par simple changement de repère τ̂ = R∗ (τ ) ou τ = R∗ (τ̂ ). À partir de ce
point, on peut montrer aisément que le transformé dans le repère spatial de la dérivée
de Lie du tenseur de Kirshhoff exprimé dans le co-repère avant rotation et équivalent à
la dérivée de Lie du tenseur de Kirshhoff exprimé dans le repère spatial augmentée de
termes convectifs. Cette relation se traduit explicitement par

R∗ (Lξτ̂ ) = Lξτ + d τ + τ d = JC : d (A.17)

avec C l’opérateur tangent de Jaumann, défini (avec les symétries mineures) par

(C)ijkl = 1

J
(c)ijkl +

1

2J

(
gikτ jl + τ ikgjl + gilτ jk + τ ilgjk

)
. (A.18)
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Détermination du co-repère avant rotation

Pour déterminer le tenseur de rotation R, nous avons suivi la méthode proposée
par Simo et Hughes (2000, ch. 7- pp242-244) et sommes partis de l’identité de Cayley-
Hamilton

−U3 + UIU
2 − UIIU+ UIIII = 0 (A.19)

avec les invariants de la matrice des composantes du tenseur de déformation pure U

UI = trU, UII =
1

2

(
U2
I − trU2

)
, UIII = detU. (A.20)

En utilisant la relation C = U2 et en multipliant cette relation par l’inverse de U, il
vient immédiatement

U−1 =
1

UIII

(C− UI U+ UII I) → R = FU−1. (A.21)

Il faut donc pour déterminer R calculer les valeurs principales de U qui ne sont jamais
que les racines carrées de celles de C, données par le polynôme caractéristique

P (λ) = −λ3 + λ2CI − λ CII + CIII (A.22)

où les invariants de C suivent la définition de ceux de U. Comme C peut être vu, dans
une base donnée, comme une matrice symétrique définie positive de rang 3, l’équation
(A.22) a trois racines réelles données par

λi =
CI

3
+

2

3

√

C2
I − 2CII cos

(
β + 2π(i− 1)

3

)

, i = 1, 2, 3 (A.23)

avec

β = arccos




2C3

I − 9CICII + 27CIII

2
√

(C2
I − 2CII)

3



 . (A.24)

Pour résoudre ce problème, nous avons utilisé l’algorithme détaillé par Simo et Hughes
(2000, box 7.1 page 244) que nous avons implémenté sous forme de fonction polarRU().

Expressions co-rotationnelles

Le tenseur de Kirshhoff exprimé dans le co-repère tourné est simplement donnée par

τ̂ = R∗ (τ ) = R−a
i τ

ij R−b
j ∂a ⊗ ∂b (A.25)

avec R = FU−1 le tenseur de rotation. De façon analogue, l’opérateur tangent de Jau-
mann Ĉ nécessaire à chaque itération et au niveau de chaque point d’intégration s’exprime
dans ce repère comme

(Ĉ)abcd = R−a
i R−b

j (C)ijkl R−c
k R−d

l . (A.26)
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Notation de Voigt

En utilisant les propriétés de symétrie des tenseurs des contraintes et de vitesse de
déformations, il est commode d’utiliser la notation de Voigt en convertissant les paires
d’indices vers un seul indexe {11 22 33 12 23 31} = {11 22 33 21 32 13} ⇒ {1 2 3 4 5 6}
tel que le taux de Jaumann du tenseur des contraintes de Cauchy s’exprime en notation
de Voigt

{∇
σ} = [ C ] · {d } (A.27)

avec {d } la notation de Voigt du tenseur des taux de déformations d = sym (∇xϕ),
explicitement défini par

{d} =
{
d11 d22 d33 2d12 2d23 2d13

}T
. (A.28)

En accord avec ces notations, l’opérateur tangent de Jaumann peut être reformulé sous
la forme

[ C ] =











C1111 C1122 C1133 C1112 C1123 C1113
∝ C2222 C2233 C2212 C2223 C2213
∝ ∝ C3333 C3312 C3323 C3313
∝ ∝ ∝ C1212 C1223 C1213
∝ ∝ ∝ ∝ C2323 C2313
∝ ∝ ∝ ∝ ∝ C1313











, (A.29)

où le symbole ∝ indique la symétrie des termes. Les contributions convectives de cette
opérateur, issues des contraintes, sont définies par

[ C ]− 1

J
[ c ] =

1

2











4σ1 0 0 2σ4 0 2σ6
∝ 4σ2 0 2σ4 2σ5 0
∝ ∝ 4σ3 0 2σ5 2σ6
∝ ∝ ∝ σ1 + σ2 σ6 σ5
∝ ∝ ∝ ∝ σ2 + σ3 σ4
∝ ∝ ∝ ∝ ∝ σ1 + σ3











. (A.30)

Ainsi, dès que le tenseur des contraintes de Cauchy {σ} et l’opérateur tangent de Jau-
mann [ C ] sont déterminés, il est nécessaire de les exprimer dans le co-repère tourné. La
matrice de changement de base, notée [Q ], est définie à partir du teneur de rotation
orthogonal R−1 ≡ RT, sous la forme

[Q ] =

[
[Q11 ] [Q12 ]
[Q21 ] [Q22 ]

]

. (A.31)

avec

[Q11 ] =





R2
11 R

2
21 R

2
31

R2
12 R

2
22 R

2
32

R2
13 R

2
23 R

2
33



 , (A.32)
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[Q12 ] = 2





R11R21 R21R31 R11R31

R12R22 R22R32 R12R32

R13R23 R23R33 R13R33



 , (A.33)

[Q21 ] =





R11R12 R21R22 R31R32

R12R13 R22R23 R32R33

R13R11 R23R21 R33R31



 , (A.34)

[Q22 ] =





R11R22 +R21R12 R21R32 +R31R22 R11R32 +R31R12

R12R23 +R22R13 R22R33 +R32R23 R12R33 +R32R13

R13R21 +R23R11 R23R31 +R33R21 R13R31 +R33R11



 . (A.35)

Enfin, les expressions co-rotationnelles du tenseur des contraintes de Cauchy et de l’opé-
rateur tangent de Jaumann sont obtenues à partir des relations algébriques

{σ̂} = [Q ] · {σ} , (A.36)

[ Ĉ ] = [Q ] · [ C ] · [Q ]T . (A.37)

Nous avons implémenté cette formulation par l’intermédiaire d’une fonction dénommée
trans_matrx_6().

A.2 Orientation des éléments et anisotropie

Certes nous venons de voir dans quel repère exprimer l’opérateur tangent, mais en-
core faut-il avoir les composantes des tenseurs structuraux pour définir les directions
d’anisotropie. Pour déterminer l’orientation initiale des éléments f0, nous avons veillé
à concevoir un maillage suffisamment régulier de telle sorte que l’on puisse s’appuyer
directement sur la position des noeuds. Pour les éléments à deux dimensions de ANSYS,
comme le plane 182 ou le plane 183, l’orientation de l’élément est déterminée par la
relation triviale

f0 =
(Xi −Xj) + (Xl −Xk)

‖ (Xi −Xj) + (Xl −Xk) ‖
, (A.38)

où les indices se réfèrent au noeud correspondant (voir la figure A.1). de façon similaire,
pour les éléments tri-dimensionnels comme le solid 185 ou le solid 186 [voir figure
A.1], la direction de la fibre circonférentielle est définie par

f0 =
(Xi −Xj) + (Xl −Xk) + (Xm −Xn) + (Xp −Xo)

‖ (Xi −Xj) + (Xl −Xk) + (Xm −Xn) + (Xp −Xo) ‖
. (A.39)

Comme tout code de calcul moderne, ANSYS n’est basé que sur les coordonnées
spatiales, nous devons récupérer à chaque itération et en chaque point d’intégration
la position actuelle des noeuds et leurs déplacements respectifs pour déterminer leurs
positions initiales avec

Xi = xi − ui. (A.40)

Après quoi, une fois que l’orientation f0 est connue, on calcule directement les directions
d’anisotropie matérielles fα0 avant de les transformer en tenseur structurel spatial avec
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Figure A.1. Illustration de la définition de l’orientation des éléments ANSYS basée sur la médiane des arrêtes
en rouge.

āα = J− 2
3 F(fα0 )⊗ F(fα0 ) . (A.41)

Cette méthode, quoi que relativement simple s’est avérée suffisante pour nos calculs. Il
est important de noter que cette formulation de l’anisotropie est directement associée à
la qualité du maillage et qu’une attention particulière sur ce dernier est nécessaire pour
avoir des résultats cohérents.

A.3 Dérivations des lois de comportement

Dans cette section nous donnons les expressions explicites du tenseur de Kirshhoff et
de l’opérateur tangent de Jaumann pour les trois modèles considérés. Comme le Baek
et al. (2007) est une simple extension à quatre familles de fibres du modèle de Holzapfel
et al. (2000), nous concentrons nos efforts sur les modèles de Holzapfel et al. (2000) et
Holzapfel et al. (2005b).

Rappels En suivant la théorie des invariants et la méthode classique de décomposition
des effets volumiques et déviateurs, nous pouvons récrire la forme générique de la fonction
d’énergie de déformation sous la forme

ψ = ψvol (J) + ψmat

(
Ī1
)
+
∑

α∈B
ψα
fib

(
Īα4
)

(A.42)

avec les définitions des invariants

J = detF , Ī1 = J− 2
3 gij b

ij , Īα4 = J− 2
3 gij a

ij
α . (A.43)

où nous avons utilisé l’abréviation •̄ = J− 2
3•. Les dérivations de ces invariants par rapport

à la métrique spatiale sont définis par

∂J

gij
=
J

2
gij ,

∂Ī1
gij

= b̄ij − Ī1
3
gij ,

∂Īα4
gij

= āijα − Īα4
3
gij . (A.44)
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Mentionnons aussi la dérivation bien utile du tenseur identité du quatrième ordre, ou
plus exactement son opposé, déterminé à partir de la relation

∂gij

gkl
= −1

2

(
gik gjl + gil gik

)
. (A.45)

A.3.1 Modèle de Holzapfel (2000)

La fonction d’énergie proposée par Holzapfel et al. (2000) est définie par

ψ = ψvol (J) + ψmat

(
Ī1
)
+
∑

α∈B
ψα
fib

(
Īα4
)

(A.46)

avec les trois contributions de forme explicite

ψvol =
κ

2
(J − 1)2 , (A.47a)

ψmat =
µ

2

(
Ī1 − 3

)
, (A.47b)

ψα
fib =

kα1
2 kα2

(

exp
[

kα2
(
Īα4 − 1

)2
]

− 1
)

. (A.47c)

Les expressions du tenseur des contraintes de Kirshhoff respectivement associées au trois
contributions s’écrivent

τ ijvol = κ J (J − 1) gij , (A.48a)

τ ijmat = µ (dev b̄)ij , (A.48b)

τ ijfib =
∑

α∈B
2 (ψα

fib),α (dev ā)ij . (A.48c)

avec

(dev b̄)ij = b̄ij − Ī1
3
gij , (A.49)

(dev ā)ij = āij − Ī4
3
gij , (A.50)

(ψα
fib),α = kα1

(
Īα4 − 1

)
exp

[

kα2
(
Īα4 − 1

)2
]

. (A.51)

En utilisant cette représentation découplée, les dérivées de ce tenseur par rapport à la
métrique spatiale conduisent aux définitions des contributions volumiques et déviatrice
isotrope de l’opérateur tangent

(cvol)
ijkl = κ J

[
(2J − 1) gij gkl − (J − 1)

(
gik gjl + gil gjk

)]
, (A.52a)

(cmat)
ijkl =

2

3
µ

[
Ī1
2

(
gik gjl + gil gjk

)
+
Ī1
3
gij gkl −

(
gij b̄kl + b̄ij gkl

)
]

. (A.52b)
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Enfin, pour la contribution déviatrice anisotrope, nous avons utilisé à la fois la dérivation
partielle par rapport à J et à a et avons obtenu

(cfib)
ijkl =

∑

α∈B

{

4 (ψα
fib),αα (dev ā)ij (dev ā)kl

+
4

3
(ψα

fib),α

[
Īα4
2

(
gik gjl + gil gjk

)
+
Īα4
3
gij gkl −

(
gij āklα + āijα g

kl
)
]}

(A.53)

avec
(ψα

fib),αα = kα1

(

1 + 2 kα2
(
Īα4 − 1

)2
)

exp
[

kα2
(
Īα4 − 1

)2
]

. (A.54)

A.3.2 Modèle de Holzapfel (2005)

La fonction d’énergie proposée par Holzapfel et al. (2005b) est définie par

ψ = ψvol (J) + ψmat

(
Ī1
)
+ ψfib

(
Ī1, Ī4

)
(A.55)

avec les trois contributions de forme explicite

ψvol =
κ

2
(J − 1)2 , (A.56a)

ψmat =
µ

2

(
Ī1 − 3

)
, (A.56b)

ψfib =
k1
k2

[

exp
(

k2

[

(1− ρ)
(
Ī1 − 3

)2
+ ρ

(
Ī4 − 1

)2
])

− 1
]

. (A.56c)

Les expressions du tenseur des contraintes de Kirshhoff respectivement associées au trois
contributions s’écrivent

τ ijvol = κ J (J − 1) gij , (A.57a)

τ ijmat = µ (dev b̄)ij , (A.57b)

τ ijfib =
{

(ψfib),Ī1 (dev b̄)
ij + (ψfib),Ī4 (dev ā)

ij
}

. (A.57c)

avec

(dev b̄)ij = b̄ij − Ī1
3
gij , (A.58a)

(dev ā)ij = āij − Ī4
3
gij , (A.58b)

(ψfib),Ī1 = (1− ρ)
(
Ī1 − 3

)
F , (A.58c)

(ψfib),Ī4 = ρ
(
Ī4 − 1

)
F , (A.58d)

F = 4 k1 exp
(

k2

[

(1− ρ)
(
Ī1 − 3

)2
+ ρ

(
Ī4 − 1

)2
])

. (A.58e)

Là encore, utilisant cette représentation découplée, les dérivées de ce tenseur par rap-
port à la métrique spatiale conduisent aux définitions des contributions volumiques et
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déviatrice isotrope de l’opérateur tangent

(cvol)
ijkl = κ J

[
(2J − 1) gij gkl − (J − 1)

(
gik gjl + gil gjk

)]
, (A.59a)

(cmat)
ijkl =

2

3
µ

[
Ī1
2

(
gik gjl + gil gjk

)
+
Ī1
3
gij gkl −

(
gij b̄kl + b̄ij gkl

)
]

. (A.59b)

Enfin, pour la contribution déviatrice anisotrope, nous avons utilisé à la fois la dérivation
partielle par rapport à J et à a et avons obtenu

(cfib)
ijkl = (ψfib),Ī1Ī1 (dev b̄)

ij(dev b̄)kl + (ψfib),Ī4Ī4 (dev ā)
ij(dev ā)kl

+ (ψfib),Ī1Ī4
[
(dev b̄)ij(dev ā)kl + (dev ā)ij(dev b̄)kl

]

− 2

3
(ψfib),Ī1

(
gij b̄kl + b̄ij gkl

)
− 2

3
(ψfib),Ī4

(
gij ākl + āij gkl

)

+

[
Ī1
3
(ψfib),Ī1 +

Ī4
3
(ψfib),Ī4

]

×
[
(
gikgjl + gilgjk

)
+

2

3
gijgkl

]

(A.60)

avec

(ψfib),Ī1Ī1 = 2 (1− ρ)
[

1 + 2 k2 (1− ρ)
(
Ī1 − 3

)2
]

F , (A.61a)

(ψfib),Ī1Ī4 = 2 ρ (1− ρ)
(
Ī1 − 3

) (
Ī4 − 1

)
F , (A.61b)

(ψfib),Ī4Ī4 = 2 ρ
[

1 + 2 k2 ρ
(
Ī4 − 1

)2
]

F . (A.61c)

Remarques finales

À partir des expressions données du tenseur des contraintes et de l’opérateur tan-
gent, il est nécessaire de procéder au changement de repère pour avoir une expression
covariante suffisamment consistante pour effectuer chaque itération de Newton-Raphson.
Enfin, comme il est habituel de travailler avec des éléments isoparamétriques, nous de-
vons récrire ces expressions en terme de coordonnées cartésiennes, i.e. GAB = δAB et
gij = δij. Ainsi, dans ce qui précède, nous venons de définir tout ce qui est nécessaire à
l’implémentation d’une loi de comportement dans un code de calcul commercial comme
ANSYS. Cette synthèse n’existait pas, à notre connaissance, dans la littérature et nous
a demandé un travail certain que nous souhaitons partager.
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a b s t r a c t

This paper presents original solutions of the force–displacement relationships for a rigid

spherical bead embedded in a composite medium made of n-isotropic linearly viscoelastic

finite layers. Analytical solutions were provided for both compressible and incompressible

elastic and viscoelastic solids, assuming no-slip conditions between the rigid spherical

inclusion and its adjacent medium as well as between each layer of the composite medium.

Thanks to these general formulas, we investigated the effect of finite size media on the

force-bead displacement response and derived the exact relationship linking apparent

and intrinsic elastic moduli of the medium. Such theoretical solutions can be interestingly

applied to identify layer’s heterogeneities and to characterize accurately the mechanical

properties of living material like cells when using translational microrheology assays. This

point is especially illustrated by modeling animal cell cytoskeleton as a bilayer composite

medium probed by magnetic tweezers. Interestingly, our results highlighted the influence

of finite cell size effects, while allowing to distinguish viscoelastic properties of deep cell

cytoskeleton from those of cellular cortex. Moreover, we established that translational

microrheology experiments are well suited to characterize locally the viscoelasticity prop-

erties of the layer in contact with the probe as soon this layer thickness is larger than ten

bead diameters.

� 2009 Elsevier Ltd. All rights reserved.

1. Introduction

Microrheology is nowestablished as an important exper-

imental tool for probing mechanical properties of living

cells. Indeed it is now widely recognized that cell behavior

heavily rely on theirmechanical properties and intracellular

stress distribution (Ingber, 2006;Wang et al., 2001). Several

micromanipulation techniques have been developed

during the past 10 years for probing biological materials

(micropipette aspiration (Boudou et al., 2006; Sato et al.,

1990), cell poking (Coughlin and Stamenovic, 2003;

Goldmann et al., 1998), atomic force microscopy (Dimitria-

dis et al., 2002; Dulinska et al., 2006), microplates (Caille

et al., 2002; Desprat et al., 2005), optical tweezers (Balland

et al., 2005; Mills et al., 2004; Kamgoué et al., 2007), optical

stretchers (Ananthakrishnan et al., 2006; Wottawah et al.,

2005), magnetic tweezers (de Vries et al., 2005; Walter

et al., 2006), magnetic twisting cytometry (Lenormand

et al., 2004; Ohayon et al., 2004; Ohayon and Tracqui,

2005; Wang and Ingber, 1994) or particle tracking

(Lau et al., 2003; Salamon et al., 2006; Tseng et al., 2002)),

and appropriated mechanical models need to be designed

and refined in order to quantify accurately the mechanical

properties of living cells or tissues from the knowledge of

their mechanical responses. Indeed, the cell cytoskeleton,
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composed of actin filaments, intermediate filaments and

microtubules, is a heterogeneous network that defines the

overall cell stiffness. Different micromanipulations studies

on cells, conducted in association with drugs inducing actin

ormicrotubuledisassembly, indicate that living cellsbehave

mechanically as multilayered structures for which superfi-

cial and deep effects can be identified. This leads to the con-

siderationof a cortical cytoskeletonandadeepcytoskeleton,

withdifferentmechanical properties that couldbe related to

actin polymerisation/depolymerisation in the cortical layer

and to microtubule polymerisation/depolymerisation in

the deep cytoskeleton. Since the cortical layer is composed

of a dense network of actin filaments, it is often modeled

as a viscoelastic medium with a dominant solid behaviour.

On the other hand, the viscous cytoplasm affects more

strongly themechanicalproperties of thedeep cytoskeleton,

which is thenoftenmodeled as a viscoelasticmediumwitha

dominant fluid behaviour.

Magnetic cytometry experiments were first conducted

to estimate adherent cell viscoelasticity from the cell re-

sponse to the displacement of beads attached onto the cel-

lular membrane (Crick and Hughes, 1950; Ziemann et al.,

1994; Bausch et al., 1999; Hosu et al., 2003; Laurent

et al., 2003). More recently, de Vries et al. (2005) designed

and constructed an original multi-pole magnetic tweezers

setup for investigating intracellular mechanical properties.

While providing a real technical advance, such experi-

ments may provide accurate estimates of cell mechanical

properties only if experimental data analyses are based

on reliable mechanical model of the cell response.

Considering the cell as a unique homogeneous isotropic

medium, Lin et al. (2005) presented an elegant elastic solu-

tion for such translational microrheology experiments,

taking into account cell compressibility and finite size.

Nevertheless, this solution – used to extract the Young’s

modulus from the force–displacement measurements – is

only valid when cell heterogeneity and viscoelastic effects

are neglected. However, it has been reported that cell

heterogeneity may be important in several experiments

conducted on biomaterials or cells (Lim et al., 2006;

Tracqui and Ohayon, 2007; Kamgoué et al., 2007).

In this context, we present original solutions of the

force–displacement relationships for a rigid spherical bead

embedded in a composite medium made of n-isotropic lin-

early viscoelastic finite layers. Thus, this study extends the

approach of Lin et al. (2005) and provides exact expression

of the force resulting from a given imposed translation as a

function of the relative size, shear modulus and Poisson’s

ratio of each layer of the composite medium. We first de-

rived an original solution for purely elastic compressible

layers assuming no-slip boundary conditions at the bead-

medium interface as well as between consecutive layers,

up to a fixed external surface. Then, this analytical elastic

solution was successfully extended to viscoelastic n-layer

composite medium using the elastic-viscoelastic corre-

spondence principle (Findley et al., 1989).

Interestingly, our results highlight the influence of finite

cell size effects. We especially point out the existence of a

critical relative thickness value of the first layer in contact

with the microbead, above which the infinite monolayer

solution of Phan-Thien (1993) remains valid. In addition,

our theoretical solution allows to distinguish viscoelastic

properties of the deep cell cytoskeleton from those of the

cellular cortex.

2. Idealization of the cell-bead system and related

mechanical problem formulation

Fig. 1 illustrates the experiment performed by de Vries

et al. (2005) to characterize the mechanical properties of

isolated cells. In their experiment, a translational magnetic

force is applied on an intracellular spherical bead. Let us

first notice that such micromanipulation does not provide

directly a quantification of elastic Young’s modulus of the

probed cellular material (Ohayon et al., 2004; Ohayon

and Tracqui, 2005). In the case of a rigid spherical bead,

submitted to a known applied force ðFÞ and fully embed-

ded in an infinite isotropic incompressible linear elastic

medium, one can estimate the apparent medium stiffness

modulus ðEappÞ from the resulting bead translation ðdÞ as

(Phan-Thien, 1993):

Eapp ¼
2F

Sd
ð1Þ

where S ¼ 4pR2
0 is the spherical bead surface, R0 is the

bead radius and d ¼ d=R0 is the normalized rigid bead

translation. This apparent stiffness modulus differs from

the Young’s modulus of the layer surrounding the micro-

Fig. 1. Schematic picture describing the micromanipulation setup used

by de Vries et al. (2005) and supporting our idealized view of the isolated

cell-bead system. (A–A) Side view illustrating the cell adhesion on the

upper glass surface, which supports the spherical cell geometry we

considered in our model. (B–B) Upper view indicating how translational

magnetic forces are transmitted to the intracellular bead.

N. Mesnier et al. /Mechanics of Materials 42 (2010) 256–265 257



B Publications 265

bead, since it may integrated geometrical effects such as

medium finite thickness. In this study, we are first looking

for the exact mathematical solution defining the relation-

ship between the applied force and the resulting transla-

tion of a single spherical rigid bead of radius R0

embedded in a composite structure made of n isotropic,

spherical, concentric and finite compressible elastic layers

of radius Ri, Young’s modulus EðiÞ and Poisson’s ratio mðiÞ,
where i ¼ 1;n.

For this multilayer medium we will demonstrate that it

exists a correcting function U which relates the apparent

stiffness modulus ðEappÞ to the Young’s modulus ðEð1ÞÞ of

the layer with thickness ðR1 � R0Þ surrounding the bead

(Fig. 2) through a relationship of the form:

Eapp ¼ U Eð1Þ ð2Þ

The first original contribution of our work is to provide the

analytical expression of U as a function of the mechanical

properties and geometries of the n elastic layers. In addi-

tion, this theoretical development has been extended to

the case of composite medium made of n viscoelastic con-

centric layers.

3. Analytical solution for purely elastic n-layer medium

The theory of linear elasticity was used to solve the

problem defined above, assuming that each layer behaves

as an isotropic linearly elastic medium following the con-

stitutive Hooke’s law. Thus, in each layer ði ¼ 1;nÞ, the con-

dition for local equilibrium may be expressed in terms of

the displacement vector uðiÞ as (Landau and Lifshitz,

1959; Green and Zerna, 1968)

r r � uðiÞ þ ð1� 2 mðiÞÞ r2 uðiÞ ¼ 0: ð3Þ

The following boundary conditions were considered in our

study: (i) no-slip condition was assumed at the bead-cell

interface (at r ¼ R0), (ii) a small translation dðtÞ was im-

posed on the rigid bead, (iii) perfect adhesion was assumed

at the interface between each pair of adjacent layers (at

r ¼ Ri; i ¼ 1;n� 1), and (iv) zero displacements were im-

posed on the external medium surface ðr ¼ RnÞ. Such con-

ditions are expressed respectively as

uð1ÞðR0; tÞ ¼ dðtÞ ðcosðhÞer � sinðhÞehÞ ð4Þ

uðiÞðRi; tÞ ¼ uðiþ1ÞðRi; tÞ; i ¼ 1;n� 1 ð5Þ

rðiÞðRi; tÞ er ¼ rðiþ1ÞðRi; tÞ er ; i ¼ 1; n� 1 ð6Þ

uðnÞðRn; tÞ ¼ 0 ð7Þ

whereðer ; eh; e/Þ and ðr; h;/Þ respectively denote the spher-

ical unit base vectors and the associated physical coordi-

nates, while t is time. Interestingly, a displacement field

solution for Eq. (3), which satisfies the boundary condi-

tions Eqs. (4)–(7), can be obtained using the method of

variables separation and looking for a displacement vector

solution in each layer uðiÞ of the form

uðiÞðr; h;/Þ ¼ wðiÞ
r cosðhÞer þwðiÞ

h sinðhÞeh ð8Þ

where wðiÞ
r and wðiÞ

h ði ¼ 1;nÞ become the problem un-

knowns, with Ri�1 6 r 6 Ri and i ¼ 1;n� 1. For having such

solution fields uðiÞ satisfying the local equilibrium condi-

tion Eq. (3), the unknowns functions were found to be

wðiÞ
r ðrÞ ¼ Ai þ

Bi

r
þ Ci r

2 þ
Di

r3
ð9Þ

wðiÞ
h ðrÞ ¼ �Ai �

Bi

4 r

3� 4mðiÞ

1� mðiÞ

� �
þ Ci r

2 3� 2mðiÞ

1� 4mðiÞ

� �
þ

Di

2r3

ð10Þ

where the 4n coefficients Ai;Bi;Ci and Di ði ¼ 1;nÞ have

been determined using the boundary and continuity condi-

tions Eqs. (4)–(7). Details of this resolution are given in

Appendix A.

Taking benefit of our solution of the elasticity problem,

the total force applied on the rigid bead F can then be

determined by integrating the stresses over the surface of

the rigid sphere.

F ¼ �

Z p

0

Z 2p

0

rð1ÞjR0er R
2
0 sinðhÞdhd/ ð11Þ

The apparent stiffness was found by carrying out this inte-

gration and using the boundary conditions (4)–(7). Then,

one gets:

Eapp ¼
2

3

ðM11 �M12Þð2M23 þM24Þ

M13M24 �M14M23

þ
ð2M13 þM14ÞðM22 �M21Þ

M13M24 �M14M23

� �

ð12Þ

where Mij ði; j ¼ 1;4Þ are the components of a global trans-

formation matrix Mn which may be written as:

Mn ¼ Pn Pn�1; . . . ;P2 P1 ð13Þ

with

Pi ¼ Xi bi vi v
�1
i�1 b�1

i X�1
i ð14Þ

where viðRiÞ; biðm
ðiÞÞ and XiðlðiÞÞ are geometrical, compress-

ibility and continuity matrices depending of the layer ra-

dius Ri, Poisson’s ratio mðiÞ and shear modulus lðiÞ of the

ith layer respectively. The analytic expressions of these

matrices are detailed in Appendix A.

We checked the correctness of the theoretical solution

we obtained for a bilayer composite medium by comparing

the theoretical value EappðthÞ and the numerically estimated

value EappðfeaÞ, derived from the numerical solution of the

Fig. 2. Schematic representation of the n-layer viscoelastic mediummade

of successive concentric layers with radius Ri . For symmetry reason, only

one fourth of the full geometry was presented.
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elasticity problemperformed by a 2D-axisymetric FE analy-

sis (Ansys11, Canonsburg, PA,USA). Takinga refinedenough

mesh to insure accuracy of the numerical computations, we

found that for all different parameters sets we considered,

the relative error 100� ðEappðfeaÞ� EappðthÞÞ=EappðthÞ is

lower than 0.5%.

4. Analytical solution for viscoelastic n-layer medium

4.1. Background: Solution procedure for the viscoelastic

problem

In the general case, the constitutive law for a linear vis-

coelastic material is given through a convolution integral

(Fung, 1981; Findley et al., 1989). For the ith layer and

assuming a motion starting at time t ¼ 0, the creep form

of this integral is:

�
ðiÞðtÞ ¼

Z t

0

S
ðiÞðt � sÞ :

@rðiÞðsÞ
@s

ds ð15Þ

where S
ðiÞðtÞ is the fourth-order creep tensor (Georgievskii,

2007) and ‘‘:” denotes the double contracted product.

Assuming that each layer is an isotropic medium, the

stress-strain relationship may be split into deviatoric and

volumetric components such as (Cheng et al., 2005; Xu

et al., 2007):

S
ðiÞðtÞ ¼

J

2lðiÞðtÞ
þ

K

3KðiÞðtÞ
ð16Þ

where lðiÞðtÞ and KðiÞðtÞ are two creep functions associated

with the ith layer; K ¼ I� I=3 is the hydrostatic part of the

symmetric fourth-order identity tensor I (with Cartesian

components Iijkl ¼ ðdikdjl þ djkdilÞ=2, where dij is the Kro-

necker delta) and J ¼ I�K is its deviatoric part (Cheng

et al., 2005; Xu et al., 2007).

In order to derive the viscoelastic solution, we used the

elastic-viscoelastic correspondence principle (Findley

et al., 1989; Georgievskii, 2007). Briefly, performing the La-

place transformation of the function �
ðiÞðtÞ given by Eq.

(15), one can derive a complex form of the Hooke’s law as

��
ðiÞ ¼ eSðiÞ

: �rðiÞ ð17Þ

with

eSðiÞ ¼
J

2 ~lðiÞ
þ

K

3 eK ðiÞ
ð18Þ

where eSðiÞðsÞ ¼ s LfSðiÞðtÞg is the Laplace–Carson trans-

form of the fourth-order creep function of the ith layer;
~lðiÞ and eK ðiÞ are the Laplace–Carson operators of the visco-

elastic material parameters (Findley et al., 1989; Cheng

et al., 2005; Georgievskii, 2007; Xu et al., 2007). Then,

based on the similarity between elastic and viscoelastic

systems of equations to be solved in both cases, the corre-

spondence principle allows – knowing the elastic solution

of the associated system – to derive the viscoelastic one by

replacing all the elastic material moduli by their corre-

sponding Laplace–Carson operators. As a result, the visco-

elastic solution is first given in the complex space and

needs then to be expressed in the time space using the in-

verse Laplace transform (Findley et al., 1989; Georgievskii,

2007).

4.2. Solution of the viscoelastic problem

The viscoelastic solution was obtained by assuming that

the viscoelastic behaviour of each layer i may be described

by a combination of two Kelvin models acting in series

(Findley et al., 1989; Flügge, 1967).

According to this viscoelastic model (Fig. 3), the Laplace

transform of the linear constitutive equation of the ith

layer yields

X1

m¼0

P
ðiÞ
m sm

 !
: �rðiÞ ¼

X2

n¼0

Q
ðiÞ
n sn

 !
: ��

ðiÞ ð19Þ

where P
ðiÞ
m and Q

ðiÞ
n are the fourth-order tensors describing

the viscoelastic behaviour of each layer. These tensors are

defined by

P
ðiÞ
0 ¼ ðlðiÞ

1 þ lðiÞ
2 ÞJþK ð20Þ

P
ðiÞ
1 ¼ ðgðiÞ

1 þ gðiÞ
2 Þ J ð21Þ

Q
ðiÞ
0 ¼ 2 ðlðiÞ

1 l
ðiÞ
2 Þ Jþ 3KðiÞ

K ð22Þ

Q
ðiÞ
1 ¼ 2 ðlðiÞ

1 g
ðiÞ
2 þ lðiÞ

2 g
ðiÞ
1 Þ J ð23Þ

Q
ðiÞ
2 ¼ 2 ðgðiÞ

1 g
ðiÞ
2 Þ J ð24Þ

where lðiÞ
j and gðiÞ

j ðj ¼ 1;2Þ are respectively the shear

stress modulus and damping viscosity, while KðiÞ stands

for the bulk modulus of the ith layer. Then, by substituting

in relation Eq. (19) all tensors by their expressions defined

in Eqs. (20)–(24), and rewriting the equation in the form of

Eq. (18), it becomes straightforward to identify, thanks to

the elastic-viscoelastic correspondence principle, the

Laplace–Carson transform of the shear modulus as

~lðiÞ ¼
lðiÞ

1 l
ðiÞ
2 þ lðiÞ

1 g
ðiÞ
2 þ lðiÞ

2 g
ðiÞ
1

� �
sþ gðiÞ

1 g
ðiÞ
2

� �
s2

lðiÞ
1 þ lðiÞ

2 þ gðiÞ
1 þ gðiÞ

2

� �
s

ð25Þ

Since we assumed that viscoelasticity only affects the devi-

atoric part of the tensors, i.e. eK ðiÞ ¼ KðiÞ, one can directly ob-

tain the Laplace–Carson transform of the Young’s modulus

and Poisson’s ratio using the classical relations (Findley

et al., 1989)

Fig. 3. Viscoelastic model template used in our study to describe

mechanical properties of each layer. Notice that by setting gðiÞ
1 ¼ 0, one

obtains a three-parameter solid model, while lðiÞ
1 ¼ 0 corresponds to a

three-parameter fluid model (Flügge, 1967).
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eEðiÞ ¼
9KðiÞ ~lðiÞ

3KðiÞ þ ~lðiÞ
; emðiÞ ¼

3KðiÞ � 2 ~lðiÞ

6KðiÞ þ 2 ~lðiÞ
: ð26Þ

Then, Eq. (12) allows us to derive the apparent elastic com-

plex modulus gEappðsÞ from the Laplace–Carson transform
gMnðsÞ of the global transformation matrix Mn given in

Eq. (13). Finally, with consideration of Eq. (1), the visco-

elastic response for our problem was obtained by taking

the inverse Laplace transform of the equation

eF ¼ SeEapp
~d=2: ð27Þ

The normalized displacement history function dðtÞ result-

ing from the input force history function FðtÞ is then given

by

dðtÞ ¼
2

S
�L�1fðeEappÞ

�1 �LfFðtÞgg: ð28Þ

In the same way, using the inverse Laplace–Carson trans-

form leads to the two time-dependent viscoelastic functions

EðiÞðtÞ and mðiÞðtÞ. The inverse Laplace transform was com-

puted using a numerical Laplace transform inversion (NLTI)

algorithm (Gaver-Stehfest algorithm, Stehfest (1970)),

which is described in Appendix B.

5. Application of our solutions to mono and bilayer

composite media

In the following section, we will exemplify the use of

our theoretical solution for the characterization of the

mechanical properties of cells probed by intracellular

microrheology experiments. Identification of cell mechan-

ical properties will be conducted by assuming that the cell

behaves, first as a monolayer and second, as a bilayer

medium.

5.1. The cell as a monolayer medium

5.1.1. Elastic solution

The global transformation matrix for an elastic mono-

layer media (n ¼ 1; Eð1Þ ¼ E and mð1Þ ¼ m) is, according to

Eq. (13), M1 ¼ P1. Using Eq. (12), we recover in this case

the mathematical solution previously derived by Lin et al.

(2005), namely

Eapp ¼ Uðq; mÞ E ð29Þ

where Uðq; mÞ is the correcting function to apply to the real

Young’s modulus E in order to take into account the influ-

ence of medium finite size and compressibility. This cor-

recting function, which depends on a geometrical factor

through the normalized radius q ¼ R1=R0, may be written

as

U ¼
24ð1� mÞð2� 3mÞð1þ mÞ�1ðq5 þ q4 þ q3 þ q2 þ qÞ

5qð1þ q� q2 � q3Þ þ 4ð2� 3mÞð5� 6mÞðq5 � 1Þ

ð30Þ

from which several particular solutions can be derived:

(i) for infinite compressible medium, U tends to

Uðq ! 1Þ ¼
6ð1� mÞ

ð1þ mÞð5� 6 mÞ
ð31Þ

(ii) for finite incompressible medium, U is equal to

Uðm ! 1=2Þ ¼
4ðq5 þ q4 þ q3 þ q2 þ qÞ

ð4q2 þ 7qþ 4Þðq� 1Þ3
ð32Þ

(iii) for infinite incompressible medium, U tends, as

expected, to

Uðq ! 1; m! 1=2Þ ¼ 1 ð33Þ

Taking benefit of this analytical solution, we originally

investigated the influence of compressibility and finite size

layer on the medium elastic response.

5.1.2. Influence of compressibility and finite size

To analyse the compressibility and finite size effects on

the Young’s modulus estimation, we computed the ampli-

tude of the correcting function Uðq; mÞ as a function of Pois-

son’s ratio m and normalized radius q ¼ R1=R0.

We found that the relative error DE ¼ ðEapp � EÞ=E ¼

ðU� 1Þ � 100% made on the real Young’s modulus E be-

comes lower than approximately 10% as soon as the mono-

layer external radius is approximately twenty times higher

than the rigid bead radius (Fig. 4). In order words, the com-

pressibility and finite size effects could be neglected when

the relative thickness q is larger than 20.

5.1.3. Viscoelastic solution

To exemplify the cellular viscoelastic response, we con-

sidered the data of de Vries et al. (2005). In their experi-

mental work, they performed original three-pole

magnetic tweezers experiments on cells, using magnetic

bead of 1:05 lm diameter submitted to force step of mag-

nitude F0 ¼ 60pN. Among possible models of cell medium

(Lim et al., 2006), we considered an incompressible three-

parameter fluid monolayer model which corresponds to

l1 ¼ 0 in Fig. 3. Then, using an optimization procedure

(nonlinear Levenberg–Marquardt algorithm, Levenberg
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Fig. 4. Influence of monolayer thickness and compressibility on the

estimation error made when approximating the intrinsic Young’s mod-

ulus E by the apparent Young’s modulus Eapp . Relative error is computed

as DE ¼ ðEapp � EÞ=E ¼ ðU� 1Þ � 100%.
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(1944) and Marquardt (1963)), we identified the optimum

solution set of viscoelastic constants that fits accurately de

Vries et al. (2005) experimental data (Fig. 5). Such identifi-

cation was performed for increasing values of normalized

inner radii q1, taken in the range [3–100].

We successfully validated our transformation matrix

method by considering the simple case of an incompress-

ible infinite monolayer. Indeed, the numerical solution ob-

tained for infinite medium (i.e. q > 30) agrees (relative

error less than 1%) with the viscoelastic response (q ! 1,

marked �material parameters in Fig. 5). Formally, we have

dðtÞ ¼
F0

6pR0

t

g1

þ
1

l2

ð1� expð�
l2 t

g2

ÞÞ

� �
HðtÞ ð34Þ

where we assumed the input force signal to be a step force

distribution of magnitude F0 ðFðtÞ ¼ F0 HðtÞ with HðtÞ the

Heaviside step function).

Originally, our results highlight the influence of the fi-

nite cell size on the quantification of the viscoelastic

parameters (q ¼ 5 corresponding to a cellular radius of

R1 ¼ 2:62 lm, Fig. 5). In such a case, considering the cell

as an infinite mediummay bias the identified values of vis-

coelastic constants up to a factor 1.5.

5.2. The cell as a bilayer medium

5.2.1. Elastic solution

For an elastic bilayer medium ðn ¼ 2Þ, the global trans-

formation matrix, according to Eq. (13), takes the form

M2 ¼ P2 P1. As presented for the monolayer case studied

previously (Eq. (29)), we express the analytical elastic solu-

tion in terms of the correcting function to be applied to the

Young’s modulus of the first layer Eð1Þ,

Eapp ¼ Uðqi; m
ðiÞ;b2Þ E

ð1Þ ð35Þ

where the correcting function U depends on the two nor-

malized radii qi ¼ Ri=R0 ði ¼ 1;2Þ, the Poisson’s ratio

mðiÞ ði ¼ 1;2Þ and the shear moduli ratio b2 ¼ lð2Þ=lð1Þ.

Interestingly, a simple analytical force–displacement rela-

tionship was obtained when the two layers are incom-

pressible ðmð1Þ ¼ mð2Þ ¼ 0:5Þ and when the external radius

R2 tends to infinity ðq2 ! 1Þ, i.e.

F ¼
1

2
S Eð1Þ U d ð36Þ

where the correcting function U reads:

U ¼
4ðq6

1 � q1Þb
2
2 þ ð6q6

1 þ 4q1Þb2

f1ðq1Þ b
2
2 þ f2ðq1Þ b2 þ 6q5

1 þ 4
: ð37Þ

The functions fi, describing the influence of the inner layer

size effects onto the apparent Young’s modulus, take the

form

f1ðq1Þ ¼ 4q6
1 � 9q5

1 þ 10q3
1 � 9q1 þ 4 ð38aÞ

f2ðq1Þ ¼ 6q6
1 þ 3q5

1 � 10q3
1 þ 9q1 � 8: ð38bÞ

Notice that, when the two layers have similar mechanical

properties ðb2 ¼ 1Þ, the function U in Eq. (37) reduces to

1. This simplified solution was used to investigate the

influence of the shear moduli ratio b2 and the normalized

finite size q1 of the inner layer on the mechanical response

of an incompressible bilayer elastic medium.

The correcting function appears to be very sensitive to

both geometrical and rheological cellular parameters

(Fig. 6). For an external cellular cortex much stiffer than

the internal layer (e.g., if b2 P 10), and for small bead radii,

the error made when considering the apparent stiffness

as the intrinsic stiffness of the first layer is lower than

25% if 10 < q1 < 20 and lower or equal to 10% if q1 > 20

(points A and B, Fig. 6). However, if the external cellular

medium is much softer than the internal layer (e.g., if

b2 < 10�1), then beads with smaller radius are needed to

reach similar acceptable error amplitude, but with en-

larged sensitivity to the bead radius, i.e. 30 < q1 < 100

for 25% > DE > 10%.

5.2.2. Viscoelastic solution

In agreement with proposed rheological models of cells

behaviour (Lim et al., 2006), we considered the solution

obtained for a viscoelastic bilayer medium by assuming

that the inner layer behaves as a three-parameter fluid

model, while the external layer responds as a three-param-

eter solid model. We again gave special consideration to

the experiment of de Vries et al. (2005) where bead diam-
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Fig. 5. (a) Cell viscoelastic parameters found when fitting the experi-

mental measurements of the translational magnetic tweezers on living

cells of de Vries et al. (2005) by an incompressible three-parameter fluid

monolayer model. The marked � material parameters values correspond

to the exact viscoelastic solution obtained for the limit q ! 1. (b)

Comparison between the experimental data of de Vries et al. (2005) and

the exact solution we obtained when assuming a normalized cellular

radius of q ¼ 5 and when considering the material parameters values

indicated by label (r) in Fig. 5a.
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eters were close to 1:05 lm. The cell geometry was

approximated by a spherical shape of external radius equal

to 2:62 lm and a cellular cortex thickness of 0:3 lm (i.e.

q1 ¼ 5 and q2 ¼ 5:57).

Notice that two sets of experimental results performed

on the same biological sample but with distinct bead sizes

– one with small bead radius ðq1 > 10Þ and the other with

large beads ðq1 < 10Þ – are necessary to extract accurately

the material moduli of the two cellular layers. Unfortu-

nately, we did not find in the literature such sets of exper-

imental results. Therefore, in addition to the experimental

results of de Vries et al. (2005), we followed recent conclu-

sions of Wei et al. (2008) reporting a time-dependent

Young’s modulus of the cellular cortex Eð2ÞðtÞ that is higher

than that of the deep cytoskeleton Eð1ÞðtÞ. Thus, we im-

posed as viscoelastic moduli for the cellular cortex

lð2Þ
1 ¼ 360 Pa;lð2Þ

2 ¼ 420 Pa and gð2Þ
2 ¼ 48 Pa � s. We fur-

thermore considered that the cellular cortex thickness is

0:3 lm. Then, an optimization procedure was used to iden-

tify the material moduli of the inner layer cytoskeleton

layer, taking initial values q1 in the range [3-100]. Fig. 7

presents the best viscoelastic moduli we found when char-

acterizing the deep cytoskeleton.

Interestingly, these results clearly emphasize the

importance of distinguishing deep cytoskeleton from cellu-

lar cortex and highlight the influence of the finite cell size.

Indeed, in such case, the results given in Fig. 7 show that

the amplitude of the correcting factor is crucial, (up to a

factor 2 particularly for the rheological constant gð1Þ
2 ). No-

tice that such results appear to be different from those ob-

tained when the cell was modeled as a monolayer

(compare q ¼ 5 in Fig. 5 and q1 ¼ 5 on Fig. 7). Considering

the cell as a monolayer instead of a bilayer may bias the va-

lue of the inner layer viscoelastic constants up to 50%.

6. Conclusion

The main purpose of this study was to provide original

solutions of the force–displacement problem arising when

probing a composite medium made of n-isotropic linearly

elastic or viscoelastic finite layers with a rigid spherical

bead in it. Our solutions may be computed rather easily

and could notably improve the quantification of cell

mechanical properties from experimental force–displace-

ment measurements obtained in micromanipulation as-

says (de Vries et al., 2005; Wei et al., 2008). In this

context, we also provided here an original method to char-

acterize the viscoelastic properties of multilayered media

from experimental data by using the elastic-viscoelastic

correspondence principle (Findley et al., 1989). Our study

was restricted here to the coupling of three-parameter so-

lid and fluid models, which are often used to describe the

viscoelastic response of adherent cells (Bausch et al.,

1999; Hosu et al., 2003; Laurent et al., 2003; de Vries

et al., 2005). However, the same approach could be ex-

tended to other viscoelastic models, thus providing a

rather general framework which may help to quantify

more accurately the mechanical properties of cells probed

by translational magnetic tweezer technique. In addition,

this study could help designing new experimental proto-

cols when using intracellular translational magnetic twee-

zers experiments performed either under static or dynamic

modes.

Nevertheless, several limitations deserve to be pointed

out at this stage in our work. First, we restricted our study

to the small strain domain, i.e. to small bead displace-

ments. Second, our analytical solutions are given under

the assumption of perfect adhesion between the inner rigid

bead and the first layer. Finally, the zero-displacement of

the external layer is another assumption which may be

only partly fulfilled for adherent cells.

6.0.3. Biological implications

By a precise analysis of the influence of geometrical

constraint on the mechanical response, our results could
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have several biological implications. Indeed, such accuracy

is of special interest in experimental studies focusing on

the role played by cell mechanical properties in the control

of cellular processes. Notably, we found that finite size ef-

fects do not significantly influence the identification of the

shear modulus of the layer in contact with the bead (inner

layer) as soon as its thickness is larger than 10 bead diam-

eters. More globally, the results presented here may pro-

vide a theoretical basis for probing, through controlled

bead translation, the intracellular microrheology and par-

ticularly the cortex or other layers such as adhesion layers

or extracellular matrix layer. Such quantification of cells

viscoelastic properties could be used to investigate the cel-

lular structural changes induced by stimulating or damag-

ing agents (Trepat et al., 2004), as well as by endogenous

cytoskeleton remodeling (An et al., 2006).
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Appendix A. Matrix formulation

A.1. Solution of the elastic problem

In spherical coordinates, the elastic solution for the dis-

placement is given by Eqs. (9) and (10). Using elastic prop-

erties, it comes for the stresses

rðiÞ
rr ¼lðiÞ Bi

r

2�mðiÞ

1�mðiÞ

� �
�4Ci r

2 1þmðiÞ

1�4mðiÞ

� �
�6

Di

r3

� �
cosðhÞ

r

ð39aÞ

rðiÞ
rh ¼lðiÞ Bi

2r

1�2mðiÞ

1�mðiÞ

� �
�2Ci r

2 1þmðiÞ

1�4mðiÞ

� �
�3

Di

r3

� �
sinðhÞ

r

ð39bÞ

rðiÞ
hh ¼lðiÞ Bi

4r

1�2mðiÞ

1�mðiÞ

� �
�8Ci r

2 1þmðiÞ

1�4mðiÞ

� �
þ3

Di

r3

� �
cosðhÞ

r

ð39cÞ

A.2. Expression of the coefficients Ai;Bi;Ci and Di

While writing the elastic solution in the form

wðiÞ
r ðr; hÞ ¼

uðiÞ
r ðr; hÞ

cosðhÞ
and wðiÞ

h ðr; hÞ ¼
uðiÞ
h ðr; hÞ

sinðhÞ

sðiÞrr ðr; hÞ ¼
r rðiÞ

rr ðr; hÞ

cosðhÞ
and sðiÞrh ðr; hÞ ¼

r rðiÞ
rh ðr; hÞ

sinðhÞ

it comes for the boundary conditions at the bead-cell inter-

face and on the external radius expressed in Eqs. (4) and

(7), the form

wð1Þ
r ðR0; hÞ ¼ d and wðnÞ

r ðRn; hÞ ¼ 0 ð41aÞ

wð1Þ
h ðR0; hÞ ¼ �d and wðnÞ

h ðRn; hÞ ¼ 0 ð41bÞ

sð1Þrr ðR0; hÞ ¼ k1 and sðnÞrr ðRn; hÞ ¼ k3 ð41cÞ

sð1Þrh ðR0; hÞ ¼ k2 and sðnÞrh ðRn; hÞ ¼ k4 ð41dÞ

Let us build the boundary conditions vectors

c0 ¼ ½d;�d; k1; k2�
T for boundary at the bead-cell interface

and cn ¼ ½0;0; k3; k4�
T for them on the external surface in

which ki are four unknown functions explicitly linked to

stress values. Using the continuities conditions between

each layer expressed in Eqs. (5) and (6), one can build

the linear system

c0 ¼ X1 b1 v0 a1 ð42aÞ

Xiþ1 biþ1 vi aiþ1 ¼ Xi bi vi ai i ¼ 1; . . . ; n� 1 ð42bÞ

cn ¼ Xn bn vn an ð42cÞ

where ai ¼ ½Ai;Bi;Ci;Di�
T is the coefficient vector of the ith

layer, XiðlðiÞÞ is a 4� 4 matrix, function of the shear mod-

uli of the ith layer,

Xi ¼ diagð1;1;lðiÞ;lðiÞÞ ð43Þ

biðm
ðiÞÞ a 4� 4 matrix, function of the ith layer Poisson’s

ratio

bi ¼

1 1 1 1

�1 � 3�4 mðiÞ

4ð1�mðiÞÞ
3�2 mðiÞ

1�4 mðiÞ
1
2

0 2�mðiÞ

mðiÞ�1

4ð1þmðiÞÞ
1�4 mðiÞ

�6

0 2 mðiÞ�1
2ðmðiÞ�1Þ

2ð1þmðiÞÞ
1�4 mðiÞ

�3

2
666664

3
777775

ð44Þ

and viðRiÞ a 4� 4 matrix function of the ith layer external

radius.

vi ¼ diagð1;R�1
i ;R2

i ;R
�3
i Þ ð45Þ

To simplify the continuity condition between each layer,

we build the step matrix Ci linking the coefficient vector

ai of the ith layer and aiþ1 of the ðiþ 1Þth layer, such that

aiþ1 ¼ Ci ai ð46Þ

with Ci ¼ v�1
i b�1

iþ1 X�1
iþ1 Xi bi vi. This formulation allows

the determination of all coefficient vectors. Finally, we

build the global transformation matrix Mn so as to solve

the linear system cn ¼ Mn c0. This matrix takes the form

Mn ¼ Pn Pn�1; . . . ;P2 P1 ð47Þ

where Pi describes the ith layer behavior and is defined as

Pi ¼ Xi bi vi v
�1
i�1 b�1

i X�1
i : ð48Þ

A.3. Force–displacement relationship

The applied force F on the rigid bead is determined by

integrating the stresses over the surface of the rigid sphere.

Carrying out this integration yields to the following rela-

tionship between the applied external force F and the small

bead translation d which is implicitly include in the

expression of the constant B1.

F ¼ 4p lð1Þ B1 ð49Þ
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Notice that we only need one coefficient B1 which could be

determined from the previous linear system. It takes the

form

B1 ¼
R0

3lð1Þ
ð2k2 � k1Þ ð50Þ

where the constants k1 and k2 are explicit functions of the

global transformation matrix components Mij ði; j ¼ 1;4Þ

k1 ¼ d
M14 ðM21 �M22Þ �M24 ðM11 �M12Þ

M13M24 �M14M23

� �
ð51aÞ

k2 ¼ d
�M13 ðM21 �M22Þ þM23 ðM11 �M12Þ

M13M24 �M14M23

� �
ð51bÞ

Finally, the substitution of constants k1 and k2 in the force–

displacement relationship gives Eq. (12).

Appendix B. The Gaver-Stehfest algorithm for NLTI

Given a Laplace transform �f ðsÞ of an original time space

function f ðtÞ ðt > 0Þ, the function f ðtÞ can be approximated

by the product of the reciprocal of time by a finite linear

combination of the transform values where the Laplace

variable is replaced by ak=t:

f ðtÞ ¼
1

t

X2ng

k¼1

xk
�f
ak

t

� �
ð52Þ

We used 8 Gaver functionals ðng ¼ 8Þ in this inversion for-

mula with 2ng the number of terms used in the Salzer sum-

mation to accelerate convergence (Valko and Abate, 2004).

Thenodesak ¼ k lnð2Þand theweightsxk ¼ fk lnð2Þare real

numbers which only depend on ng . The fk coefficients are

given by Abate and Whitt (2006) in the form

fk ¼ ð�1Þkþng �
Xminðk;2ng Þ

j¼ kþ1
2b c

j
ng ð2jÞ!

ðjÞ!ðng � jÞ!ðk� jÞ!ð2j� kÞ!
ð53Þ

with bzcbeing the greatest integer less thanor equal to z. No-

tice that this numerical method remains robust event when

considering purely incompressible layers (i.e. mðiÞ ¼ 1=2).
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a b s t r a c t

Several studies have suggested that evolving mechanical stresses and strains drive atherosclerotic plaque

development and vulnerability. Especially, stress distribution in the plaque fibrous capsule is an impor-

tant determinant for the risk of vulnerable plaque rupture. Knowledge of the stiffness of atherosclerotic

plaque components is therefore of critical importance. In this work, force mapping experiments using

atomic force microscopy (AFM) were conducted in apolipoprotein E-deficient (ApoE�/�) mouse, which

represents the most widely used experimental model for studying mechanisms underlying the develop-

ment of atherosclerotic lesions. To obtain the elastic material properties of fibrous caps and lipidic cores

of atherosclerotic plaques, serial cross-sections of aortic arch lesions were probed at different sites. Ath-

erosclerotic plaque sub-structures were subdivided into cellular fibrotic, hypocellular fibrotic and lipidic

rich areas according to histological staining. Hertz’s contact mechanics were used to determine elasticity

(Young’s) moduli that were related to the underlying histological plaque structure. Cellular fibrotic

regions exhibit a mean Young modulus of 10.4 ± 5.7 kPa. Hypocellular fibrous caps were almost six-times

stiffer, with average modulus value of 59.4 ± 47.4 kPa, locally rising up to �250 kPa. Lipid rich areas exhi-

bit a rather large range of Young’s moduli, with average value of 5.5 ± 3.5 kPa. Such precise quantification

of plaque stiffness heterogeneity will allow investigators to have prospectively a better monitoring of

atherosclerotic disease evolution, including arterial wall remodeling and plaque rupture, in response to

mechanical constraints imposed by vascular shear stress and blood pressure.

� 2011 Elsevier Inc. All rights reserved.

1. Introduction

Recent experimental studies clearly showed that the mechani-

cal properties of the cellular microenvironment, notably its rigidity

or stiffness, play a critical regulatory role for a variety of funda-

mental cell behaviors and responses (Janmey et al., 2009). This is

especially true in diseases such as atherosclerosis, where inflam-

matory, biological and mechanical processes act in concert to re-

model the arterial wall structure and composition (Arroyo and

Iruela-Arispe, 2010; Hallow et al., 2009). Remodeling of the arterial

wall intima, media and adventitia layers could ultimately lead to

the formation of a plaque that may become vulnerable, i.e. prone

to rupture (Finn et al., 2010). Rupture of coronary atherosclerotic

plaques and subsequent myocardial infarction are the most fre-

quent fatal consequences of coronary artery disease, which ac-

counts for more than 50% of cardiovascular deaths (Lloyd-Jones

et al., 2010). Among determinants for vulnerable plaque rupture,

concentration of mechanical stress in the plaque fibrous capsule

is recognized as a major risk factor, since this area becomes prone

to rupture beyond a critical stress amplitude threshold. Due to ath-

erosclerotic plaque heterogeneity, this peak stress value highly de-

pends on the respective stiffness of atherosclerotic plaque

components (Ohayon et al., 2008). Therefore, knowledge of plaque

components stiffness becomes of critical importance to precisely

assess stress values and location within the plaque, and thus to

evaluate the risk of plaque rupture.

However, accurate measurements of the mechanical properties

of atherosclerotic plaques are still lacking. This is an especially

challenging task since plaque development is responsible for the

formation of very heterogeneous regions, including a lipidic and

necrotic core surrounded by a fibrous cap. Indeed, atherosclerotic

plaque formation involves a cascade of inflammatory processes

originating with mononuclear cells adhering to the endothelial

surface and evolving to a mass of fibrous layers capping lipid-filled

macrophages (Finn et al., 2010).

The aim of this study was to quantify the highly heterogeneous

mechanical characteristics of atherosclerotic plaques developing in

the mouse aortic arch over a 30-week time period. Specifically, we

used the apolipoprotein E-deficient (ApoE�/�) mouse, the most

widely used experimental model for studying the development of

1047-8477/$ - see front matter � 2011 Elsevier Inc. All rights reserved.
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atherosclerotic lesions since it spontaneously develops atheroscle-

rotic lesions with morphology similar to those observed in hu-

mans. In this murine model, feeding animals with a high-fat diet

accelerates lesion development. Typically, plaque formation origi-

nates in the aortic root and progresses to the ascending aorta,

the aortic arch and onward through the aorta’s principal branches.

In this present work, we made use of atomic force microscopy

(AFM) to generate high spatial resolution AFM data relevant to the

mechanical characterization of atherosclerotic lesions. As a surface

probe method for local elasticity measurements of biological sam-

ples, AFM has been rather extensively used to examine mechanical

properties of different types of living cells and of sub-cellular enti-

ties (Francis et al., 2010; Mahaffy et al., 2004; Radmacher, 2007).

However, its use as a micromanipulation tool for studying macro-

scopic tissue properties is far less extended and mostly restricted

to bone and cartilage tissues (Stolz et al., 2004; Tao et al., 1992) or

extracellularmatrices (Darling et al., 2010; Loparic et al., 2010; Soofi

et al., 2009). UsingAFM force spectroscopy in combinationwith spe-

cific labeling of cellular, fibrotic and lipidic plaque components, we

provided here a detailed spatial mapping of the heterogeneity of

atherosclerotic plaques mechanical properties.

2. Material and methods

2.1. Animal model

Five-weeks old female ApoE�/� mice on a C57/BL6 J background

(n = 5) were obtained from Charles River Laboratory. The animals

were fed a western-type diet containing 20% casein milk and

0.15% cholesterol (Safe).

2.2. Tissue sampling and preparation

ApoE�/�micewere euthanizedbyanoverdoseof pentobarbital at

the age of 25–30 weeks when atherosclerotic lesions are clearly

visible. The aorta was quickly harvested and immersed in cold 4 �C

Krebs–Henseleit buffer containing 0.026 mM EDTA (KH). The aortic

arch was carefully dissected free from adhesive tissue under a

binocular. The aortic arch was embedded in optimal cutting

temperature (OCT) medium and frozen in liquid, nitrogen-cooled

isopentane. Serial 16 lm-thick and 6–8 lm-thick adjacent

transversal slices were obtained for AFM measurements and for

histological and immunohistological stainings, respectively

(Fig. 1). A hydrophobic pen was used to draw awater-repellent bar-

rier that kept the aortic ring immersed intoKHbuffer throughout the

entire experimental protocol. Pilot studies were conducted using

adjacent atherosclerotic wall arterial sections used as fresh sample

or submitted to a freeze–thawing step, respectively. Measurements

wereperformed in similar andcorrespondingregionsof the fresh (fs)

and freeze–thawing (th) samples, respectively. Both the range of

Young’s moduli values and the profile of the histogram of the com-

piled moduli values can be compared, with typically three clusters

of moduli values that can be attributed to different plaque compo-

nents, namely lipid rich, cell rich andhypocellular regions, as further

evidenced in Section 3. Globally, we did not observe a significant

influence of the freeze–thawing step on our AFM measurements.

This is illustrated by the following data set, obtained from the

probing of two adjacent sections that is representative of measure-

ments we carried out with different matching pairs of arterial

sections (30-week animal, 116 probed locations, lipid rich area

E = 2.86 ± 2.40 kPa (fs) and E = 3.32 ± 2.59 kPa (th); cell rich area

E = 12.85 ± 1.47 kPa (fs) E = 10.97 ± 1.71 kPa (th); hypocellular area

E = 22.21 ± 4.86 kPa (fs) E = 23.25 ± 3.98 kPa (th), (non significant

differences, p > 0.05).

2.3. Histology and immunohistology

The following standard histological stainings were performed:

(i) a trichrome, haematoxylin, erythrosine, safran (HES) staining

the nucleus, cytoplasm and fibrosis in blue, pink and yellow,

respectively, (ii) an oil red-O staining of lipid deposits in red, and

(iii) a smooth muscular cells (SMC) staining using an anti-a-actin
antibody for the evaluation of SMC proliferation and fibrous cap

formation. Following a 1-h blocking step at room temperature

(RT) (mouse serum, 10%), the alcalin phosphatase-coupled anti-

a-actin antibody (A5691, Sigma, 1:800) was applied for 1 h at RT.

Permanent red as the chromogen was applied and the sections

were counterstained with haematoxylin.

Histological and immunohistological staining were performed

both prior and after AFM measurements, thereby providing for

AFM a precise knowledge of plaque composition and structure.

2.4. AFM force spectroscopy testing

Mechanical testing was performed on a total of 200 sites over

arterial wall cross-sections with a servo-controlled AFM (Nanowiz-

ard II, JPK instruments, Berlin, Germany). Serial 16 lm-thick vessel

sections were mounted on Poly-L-Lysine slides (Thermo-Scientific,

France). The arterial wall, including the intima and media layers –

were exposed for probing by AFM. Tissue samples were kept in

KH buffer. All AFM measurements were made in liquid at room

temperature, including cantilever calibration (see below). Tissue

section thickness was checked by recording the difference between

the contact points of force curves on the substrate and on the arte-

rial ring. For all specimens, mechanical testing was completed

within 4 h of harvesting the sample.

2.4.1. Samples indentation by AFM

Samples were indented by borosilicate sphere-tipped cantile-

vers (diameter of 5 and 12 lm Novascan, USA) having a nominal

spring constant between 0.1 and 0.3 N/m. Cantilever stiffness

was determined from thermal calibration following manufacturer

procedure.

To obtain the elastic properties of the investigated area of a

sample, the force-spectroscopy mode was employed: force curves

were recorded, with the piezo displacement and laser deflection

signals continuously fed to a microcomputer system. The

conventional Hertz’s model is only applicable to measure elasticity

Fig. 1. HES staining of a ApoE�/� mouse artery cross-section exhibiting atheroscle-

rotic plaques. The three plaques extend toward the lumen, with fibrous cap regions

visible on plaques labeled 1 and 2, respectively. Enlargement of plaque 1 is provided

in next Fig. 2, while enlargement and measurements on plaque 2 will be given in

Fig. 7. Scale bar is 100 lm.
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in the probed regions, even if extended formulations of the force-

indentation relationships have been proposed to analyze viscoelas-

tic properties through frequency-dependent AFM measurements

(Mahaffy et al., 2000, 2004). Thus, our characterization of the arte-

rial wall elasticity requires that the force indentation data are

dominated by the permanent elasticity of the sample, with the

contribution of viscosity being minimized. Several studies reported

that such minimization is obtained in the small approach velocity

domain (Kang et al., 2008; Hassa et al., 1998), i.e. in quasi-static

loading conditions, while at high velocities apparent elastic modu-

lus may increase due to viscous effects (Francius et al., 2006). A

prototype model for such mechanical response is the standard lin-

ear solid (a spring-dashpot in parallel with another spring), used as

a basis for a viscoelastic extension of the Hertz’s model of cell test-

ing by AFM (Darling et al., 2007). In our study, measurements of

the elastic modulus of the arterial wall cross-sections, were per-

formed at small approach velocities around �0.6 lm/s, for which

the elasticity modulus remains independent, within standard devi-

ation, from the piezodrive velocity.

Arterial sectionswereprobed inmultiple locations. Line scanning

of the arterial wall was conducted according to a predefined grid

(forcemapping). However, because of the large heterogeneity of tis-

sue stiffness, manual scanning was also conducted, the choice of

probing zones being guided by the pre-staining of the samples in or-

der to identify potential areas of interest within the arterial wall

(elastic lamina, intra lamina spaces) and within the atherosclerotic

plaque (necrotic core, fibrous cap, Fig. 2). Each retained site was

probed with typically five force-indentation curves each in order

to limit the risk of probe contamination by detached pieces of cells

or tissues.

2.4.2. Identification of the probed plaque components

Histo- and immunohistological stainings allowed the choice

and identification of areas probed by AFM. Indeed, registration of

digital pictures from adjacent cross sections used respectively for

AFM experiments and for histo- and immunohistological staining

was performed using histological landmarks that could be identi-

fied on both such as elastic lamellae. This procedure allowed the

prospective identification of zones to be probed. Alternatively,

the cross sections used for AFM probing were also subsequently

stained for histo- and immunohistological characterization, there-

by allowing the retrospective and direct identification of AFM-

probed areas.

2.5. Data analysis of the force curves

It is known that the sample thickness might bias the estimation

of the Young’s modulus of the AFM-probed elastic medium

(Dimitriadis et al., 2002). Since arterial tissue cross-sections were

sufficiently thick (15–20 lm) with regard to the indentation depth

(0.5–1 lm), the probed section can be considered as a semi-infinite

substrate. It is known from the seminal works of Hertz (1882) and

Boussinesq (1885) (see Johnson, 1985, for an overview) that the

contact force F exerted on a sphere indenting a linear elastic and

semi-infinite medium is proportional to the power 1.5 of indenta-

tion depth d such that:

Fðd;R; E; mÞ ¼ K
ffiffiffi

R
p

d
3=2 ð1Þ

where the contact modulus K can be written as:

K ¼ 4

3

E

ð1� m2Þ ð2Þ

where E and m are the local Young’s modulus and Poisson’s ratio of

the elastic material, respectively. In the following, we will assume

that arterial wall and plaque components behave as incompressible

materials (m = 0.5). Thus, one gets for F the following relationship:

F ¼ 16E

9

ffiffiffi

R
p

d
3=2 ð3Þ

Fig. 2. Accuracy of the matching between AFM probed sites and underlying histological components revealed by the different stainings used in the study. The spherical tip,

visible at the end of the cantilever, will probe – the fibrous cap region of plaque 1 in Fig. 1 (A), or the elastic lamina of the underlying arterial wall (B). Staining of the adjacent

artery cross sections with HES (C) and oil red O (D) allows a more precise correlation between recorded AFM force-distance curves and underlying extracellular, cellular and

lipid components. Scale bars are 100 lm.
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By applying the fit of the Hertz model to the force-distance

curves using E and the contact point as fit parameters (JPK IP fitting

software, Berlin, Germany), we identified a Young’s modulus for

each force-distance curve. Force-distance curves exhibit an overall

very good fit to the Hertzian contact model (Fig. 3), with some

curves displaying a softer initial indentation of the material. In

these cases, the best fit to the largest portion of the indentation

curve, which corresponds to a constant value of the Young’s mod-

ulus, was retained to get the elasticity modulus value.

2.5.1. Validation of AFM mechanical testing

Testing of our force-spectroscopy approach was conducted by

probing a rubbery synthetic polymer, Polyvinyl Acetate (PVAc).

PVAc cylindrical samples (5 mm diameter) with different stiffness

were obtained by polymerization of vinyl acetate monomer

through 1 or 6 freeze–thawing cycles. Young’s moduli values of

300 lm thickness slices of PVAc samples, considered as incom-

pressible materials, were measured using both a micropipette aspi-

ration technique, according to a procedure previously published by

our group (Boudou et al., 2006) and by performing compression

tests using a dynamic mechanical testing instrument (GABO

Eplexor, Ahlden, Germany, load cell of 25 N, sensor sensitivity of

10�4 at full range).

With micropipette experiment, Young’s moduli of 23 ± 7 kPa

and 173 ± 73 kPa, were identified for the soft (1 freeze–thawing cy-

cle), and for the stiff (6 freeze–thawing cycles) samples, respec-

tively. Compression tests gave mean values of 17.6 ± 3.4 kPa and

145.4 ± 30.8 kPa for soft and stiff PVAc samples, respectively (Le

Floc’h et al., 2010).

For AFM testing, the PVAc thin slices were mounted on a cover-

glass and glued on their borders. Samples were indented in their

middle part by borosilicate sphere-tipped cantilevers (5 lm diam-

eter, 0.17 N/m stiffness). PVA sections were probed at five different

locations with at least three force-indentation curves at each point.

Fitting the Hertz’s model against the force-distance curves gives

Young’s moduli of 18.9 ± 7.1 kPa and of 201.2 ± 54.6 kPa for the

softer and stiffer PVAc samples, respectively. Standard deviations

come mostly from heterogeneity of the samples stiffness, which

varies quite significantly from one location to another. Taken all to-

gether, the estimation of Young’s moduli obtained by the three

methods are quite coherent and thus provides a strong support

for our AFM measurements procedure.

Fig. 3. Measuring the stiffness of atherosclerotic plaque components in ApoE�/� mouse by AFM indentation. (A) Variables involved in the Hertz’s model solution for spherical

indentation of an elastic medium with Young’s modulus E and Poisson’s ratio m. For an imposed displacement Dz of the cantilever, the indentation depth d depends on the

cantilever stiffness k. (B) Illustrative force distance curve recorded in our study for deflection d of the cantilever during indentation (approach curve) of hypocellular fibrotic

plaque component. The best fit (solid line) of the theoretical force – indentation relationship (Eq. (3)) against deflection values translated into force amplitude (dashed thick

line) provides the Young’s modulus value of the probed site. Figure insert provides the corresponding Log–Log plot of the force-indentation data curve that can be compared

to the theoretical straight line with slope 1.5 given by the Hertz’s model solution for the fitted Young’s modulus value. The goodness of fit is weaker near the contact point, as

discussed in the text.
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3. Results

3.1. Characterization of arterial wall by AFM

The arterial wall is a heterogeneous and composite medium

that is well described as a multilayer structure made of superim-

posed, more or less wavy, elastic sheets (Fig. 4A). In between,

SMC cells and extracellular matrix proteins are found.

Measurements conducted on artery sections gave a mean elas-

tic lamella thickness of 2.4 ± 0.4 lm, while the inter lamella space

was of 9.2 ± 2.0 lm (Fig. 4A). AFM indentation of such structures

(Fig. 4B) provided force distance curves that, after data fitting by

the Hertz’s model, gave for elastic lamina and inter-lamina space

mean Young’s modulus values of 58.3 ± 6.3 kPa and 4.2 ± 0.7 kPa,

respectively.

3.2. Characterization of plaque components by AFM

According to the atherosclerotic lesion labeling determined by

HES, oil red O and SMC stainings, we subdivided each plaque into

three distinct regions (Fig. 5):

- An hypocellular fibrosis area (HyFb area), defined as a hypocellu-

lar area with a strong fibrosis staining on trichrome HES images,

- A cell rich fibrosis area (CeFb area), defined as a fibrosis area col-

onized by smooth muscle cells (SMC) originating from the inner

media,

- A lipid rich area (LpRi area), defined either as macrophage-

derived foam cell-rich area or as an extracellular lipid-rich area

and colored in red following oil red O staining.

Stiffness mapping of thinly sectioned atherosclerotic arteries

was analyzed globally from co-localization of elasticity measure-

ments throughout the tested regions and examination of the corre-

sponding areas given by staining. Thanks to our registration

procedure (Fig. 6), a precise identification of the probed site could

be made. For any given plaque, significant variations exist in the

identified elasticity modulus. Fig. 7 shows a line scan performed

on the fibrous and cap region, with indication of the different stain-

ing for lipids, cells and extra-cellular matrix proteins.

The mean values and range of variation we obtained for the

elasticity moduli within each region are summarized in Table 1

for the five plaques that were analyzed. Globally, 200 sites were

probed, either as line scans across regions of interest, or indepen-

dently to test specific structures.

As shown in Table 1, the Young’s modulus of the cellular fibrosis

areas (ECeFb = 10.4 ± 5.7 kPa) is roughly two times larger than the

elastic modulus derived for lipid rich areas (ELpRi = 5.5 ± 3.5 kPa).

The variability of the elastic moduli of the hypocellular fibrosis re-

gions is rather large, with histogram of identified Young’s modulus

values exhibiting a bimodal distribution (Fig. 8), with a mean value

EHyFb = 59.4 ± 47.4 kPa. This variability reflects the heterogeneity of

the histological sections, evidenced by the different stainings that

have been used. Indeed, mechanical properties of fibrotic plaque

regions are expected to highly depend on the respective ratios of

cells, lipids and ECM proteins.

The above classification of elastic modulus values are based on

histological discrimination of the plaque regions as cellular or

hypocellular fibrosis. One can notice that an overlapping exists be-

tween the ranges of values obtained for these two different fibrotic

regions. Thus, we checked if the mean values we obtained would

Fig. 4. Mechanical properties of arterial wall. (A) Ultrastructure of arterial wall revealed by HES staining, exhibiting the regular organization of elastin sheets (scale bar

15 lm). (B) Probing the stiffness of elastic lamina by AFM force spectroscopy (scale bar 50 lm).
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be significantly affected by a imposing a threshold Young’s modu-

lus value as a discriminative boundary between cellular and hypo-

cellularfibrosismechanicalproperties.Were-computed theYoung’s

modulus mean values by taking the first quartile Q1 of the set of

hypocellular fibrosis moduli values, i.e. 21.8 kPa (Table 1), as such

adiscriminating threshold value. Then, themeanvalues for hypocel-

lular fibrosis only slightly increases at E0
HyFb = 67.4 ± 46.6 kPa, while

the recomputed value for cellular fibrosis is E0
CeFb = 10.6 ± 5.4 kPa.

Thus, separating criterion based either on histological recognition

or upper bound elasticity values provides coherent and similar

characterization of plaque stiffness heterogeneity.

4. Discussion

Although multiple techniques have been used to measure the

mechanical properties of healthy and diseased arterial walls

(Engler et al., 2004; Loree et al., 1994a; Matsumoto et al., 2004),

few studies tried to quantify the mechanical properties of plaque

components (Barrett et al., 2009; Loree et al., 1994b). Using atomic

force microscopy, this is the first study, to our knowledge, that pro-

vides in situ stiffness measurements of atherosclerotic plaque com-

ponents using AFM.

Several difficulties arise when dealing with characterization of

plaque components: the first one is the large heterogeneity of

the plaque in terms of composition and mechanical properties.

Second, using AFM heads on inverted microscopes is rather chal-

lenging when using thick tissue samples since the bottom sample

surface is imaged while the upper surface is probed. Thus, a main

challenge is the ability to link rather precisely the obtained elastic-

ity (Young’s) moduli to the underlying histological structure of the

plaque.

The approach we proposed here overcomes these issues and

provides a direct correlation between the in situ quantification of

plaque components stiffness and the corresponding probed histo-

logical structure. Using micrometer-sized spherical indenter tips

gives rise to macroscopic elastic properties of the probed plaque

Fig. 5. Identification and definition of atherosclerotic plaque regions based on the staining of plaque components. (A) Oil red O staining of lipid deposits, (B) anti-a-actin
antibody for staining of smooth muscular cells (SMC). (C) Trichrome, haematoxylin, erythrosine, safran (HES) staining for nuclei, cytoplasm and fibrosis staining. (D) From

superimposition of the different stained regions, boundaries can be roughly defined between: (1) cellular fibrotic (CeFb) area, (2) lipid rich (LpRi) area, (3) hypocellular fibrotic

(HyFb) area and (4) arterial wall and elastic lamina. Scale bar are 200 lm.

Fig. 6. Matching between AFM probed sites and associated stainings of the probed areas. (A) Determination of probed location from inverted microscope viewing. (B)

Correlation between mechanical measurements and plaque structure. The heterogeneity of the mechanical properties of the plaque component is illustrated here by

considering a scan line along the sites numbered from 1 to 7, which correspond to the following Young’s modulus values, respectively: (1) 12.5 kPa; (2) 19 kPa; (3) 3 kPa; (4)

37 kPa; (5) 47.5 kPa; (6) 61 kPa; (7)13.6 kPa. Scale bar is 50 lm.
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components. If considering plaque heterogeneity, this provides a

good compromise between accuracy and averaging of elastic mod-

uli quantification of tissue structures characterized by their con-

tent in cells, lipids and proteins. Of importance, similar Young’s

moduli were obtained from measurements conducted with spher-

ical tips of different sizes, which lends additional confidence to the

values reported here.

Our AFM-based measurements of arterial wall elasticity agree

with reported values obtained in other studies and for similar or

distinct experimental models, as discussed below. Upon removal

of cells, collagen fibbers and other ECM components, the isolated

elastin network along the bovine thoracic aorta, when tested under

equi-biaxial tensile tests, exhibit nonlinear and anisotropic

mechanical response. The elastin network has an initial tangent

modulus of about 30 kPa in the longitudinal direction, while it is

roughly ten times stiffer in the circumferential direction (Zou

and Zhang, 2009). Considering that elastic fibers are made primar-

ily of the protein elastin, the former value agrees rather well with

the value we reported here for elastic lamina. The elasticity moduli

we found are also in agreement with the ones recently reported by

Oie et al. (2009) for healthy small-caliber porcine artery. Using a

tactile mapping systemwith a probe of diameter 1 lm, the Young’s

modulus values they measured for elastin-rich regions are

50.8 ± 13.8 and 69.0 ± 12.8 kPa in the media and in the lamina elas-

tica interna, respectively, while elastictity modulus decreases to

17.0 ± 9.0 kPa in other regions in the media (Oie et al., 2009).

Engler et al. (2004) reported elastic moduli in the range 5–8 kPa

for the medial layers of carotid arteries excised from 6-month-old

pigs, i.e. with a lower bound value close to the mean Young’s mod-

ulus of 4.2 ± 0.7 kPa we reported here in mouse aorta for inter-

lamina space stiffness. In contrast,Matsumoto et al. (2004) reported

quite higher values, with elasticity moduli of �180 kPa for elastic

lamina and �50 kPa for inter-lamina spaces for porcine aortic

media. Such differencesmay be explained by differences in the ana-

tomical nature, histology and anisotropic properties of the different

type of arteries, in addition to aging and inter-species variations.

Regarding plaque component stiffness, our results indicate a

rather large heterogeneity in the stiffness of the fibrotic layers sur-

rounding the lipidic core of the plaque, as illustrated by the line

scan measurements reported (Fig. 7). Typically, the Young’s moduli

in cell rich fibrosis (CeFb) regions appear to be 5–6 times lower than

those measured in hypocellular fibrosis (HyFb) areas. Lee et al.

(1991) reported for human atherosclerotic plaques that hypocellu-

lar caps were, on average, approximately 1–2 times stiffer than

cellular caps, with dynamic stiffness at 1 Hz of 900 ± 220 kPa versus

510 ± 220 kPa, respectively. This ratio is lower than the one

reported here between hypocellular and cellular fibrotic regions,

with absolute values also significantly higher in human than in

mouse. Later, Lee et al. (1992) analyzed human abdominal aortic

plaques, with specimens being classified as non-fibrous and fibrous

according to intravascular ultrasound imaging. Using uniaxial

creep-compression tests, they reported Young’s modulus values

for non-fibrous and fibrous tissue of 41.2 ± 18.8 kPa and

81.7 ± 33.2 kPa. This latter value is quite comparable to the mean

value EHyFb = 59.4 ± 47.4 kPa we reported here. For a seek of

comparison with other fibrotic tissues, let us notice that Berry
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Fig. 7. Probing the fibrous cap region of atherosclerotic plaque. (A) AFM force-spectroscopy line scan of the fibrous cap region of plaque 2 (Fig. 1) defined by the rectangular

zone. (B) Associated histogram of the identified Young’s modulus of the plaque components, starting from the lumen toward the arterial wall over a 25 lm range. (C) Oil red O

staining of lipid deposits in the plaque. Scale bars are 25 lm.

Table 1

Young’s moduli of hypocellular fibrotic (HyFb), cellular fibrotic (CeFb) and lipid rich

(LpRi) regions given as mean value and standard deviation. The range of values and

number of sites probed on the atherosclerotic plaques are mentioned, together with

the first, second and third quartile, i.e. Q1, Q2 (median) and Q3, that indicate the

distribution profile of the values for each range of measurements.

Plaque areas Young

modulus

(kPa)

Modulus

range

(kPa)

Q1

(kPa)

Q2

(kPa)

Q3

(kPa)

Lipid rich

area (LpRi)

5.5 ± 3.5 0.6–13.7 (18 sites) 3.2 5.0 6.8

Cellular fibrosis

(CeFb)

10.4 ± 5.7 1.6–25.0 (74 sites) 6.3 9.9 13.8

Hypocellular

fibrosis (HyFb)

59.4 ± 47.4 5.6–233.8 (97 sites) 21.8 50.0 80.1
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et al. (2006) reported that elasticity modulus of fibrotic scar in in-

farcted rat myocardium is in the range 35–70 kPa. More recently,

Barrett et al. (2009) performed indentation tests on fibrous cap

samples collected fromhuman carotid plaque and obtained Young’s

modulus values in the range 21–300 kPa. In fact, a survey of the lit-

erature reveals that thewide range of Young’smodulus reported for

atherosclerotic tissues remains to be clarified, notably by consider-

ing the differing methods used, the types of artery and the aniso-

tropic properties of the tissue.

For mixture of lipids with varying cholesterol concentrations,

Loree et al. (1994b) reported storage modulus at 1 Hz in the range

of 0.3 kPa. Assuming that the lipid pool is isotropic and incom-

pressible, derivation of Young’s modulus from the dynamic shear

modulus gives elasticity values in the range of 0.9 kPa, which com-

pares favorably with the elastic modulus we derived for lipid rich

areas (ELpRi = 5.5 ± 3.5 kPa) probed in situ.

In conclusion, this study took benefit of AFM methodology to

obtain a spatial resolution of atherosclerotic plaque stiffness that

successfully depicts the heterogeneous arrangement of elastic

moduli within different regions of interest in a pre-clinical murine

model of atherosclerosis. This approach of combined staining and

biomechanical characterization has the potential to reinforce our

knowledge on the correlation between mechanical stress and cel-

lular processes. Interestingly, Young’s moduli of mouse plaque

components were found to be lower than those observed in human

plaques (Finet et al., 2004). The precise quantification of plaque

stiffness heterogeneity presented here would allow to have pro-

spectively a better understanding of mechanobiological responses

leading to plaque remodeling and rupture in mouse and human,

according to both internal and external mechanical constraints im-

posed by vascular shear stress and blood pressure.
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Fig. 8. Variability of measured Young’s moduli in hypocellular fibrotic (A) and cellular fibrotic (B) regions of ApoE�/� mouse atherosclerotic plaques. Starting from a set of

�100 and �70 triplicate of force-distance curves obtained in the HyFb and CeFb plaque regions, respectively, the number of occurrences was reported for each considered

sub-interval of Young’s modulus values. Within each interval, mean and standard deviation values are indicated. Both histograms reveal the spatial heterogeneity of the

mechanical properties, with rather small standard deviation around the mean values computed for each interval.
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Assessing Low Levels of Mechanical Stress in Aortic
Atherosclerotic Lesions From Apolipoprotein E�/�

Mice—Brief Report

Alexis Broisat, Jakub Toczek, Nicolas Mesnier, Philippe Tracqui, Catherine Ghezzi,
Jacques Ohayon, Laurent M. Riou

Objective—Despite the fact that mechanical stresses are well recognized as key determinants for atherosclerotic plaque

rupture, very little is known about stress amplitude and distribution in atherosclerotic lesions, even in the standard

apolipoprotein E (apoE)�/� mouse model of atherosclerosis. Our objectives were to combine immunohistology, atomic

force microscopy measurements, and finite element computational analysis for the accurate quantification of stress

amplitude and distribution in apoE�/� mouse aortic atherosclerotic lesions.

Methods and Results—Residual stresses and strains were released by radially cutting aortic arch segments from 7- to

30-week-old pathological apoE�/� (n�25) and healthy control mice (n�20). Immunohistology, atomic force

microscopy, and biomechanical modeling taking into account regional residual stresses and strains were performed.

Maximum stress values were observed in the normal arterial wall (276�71 kPa), whereas low values (�20 kPa) were

observed in all plaque areas. Stress distribution was not correlated to macrophage infiltration.

Conclusion—Low mechanical stress amplitude was observed in apoE�/� mouse aortic atherosclerotic lesions. This original

study provides a basis for further investigations aimed at determining whether low stress levels are responsible for the

apparently higher stability of murine aortic atherosclerotic lesions. (Arterioscler Thromb Vasc Biol. 2011;31:1007-1010.)

Key Words: atherosclerosis � ApoE�/� mouse � mechanical stress

Quantification of mechanical stress represents an essential

step for the reliable prediction of vulnerable atherosclerotic

plaque rupture.1–5 Unlike in human atherosclerotic lesions, very

few data are available regarding the amplitude and spatial

distribution of parietal stresses and strains in apolipoprotein E

(apoE)�/� mice despite the common use of this experimental

model for the study of biological mechanisms underlying plaque

development.6–8 Therefore, the objectives of the present study

were (1) to characterize the amplitude and distribution of parietal

stresses and strains in an apoE�/� mouse model of atheroscle-

rosis, (2) to determine whether the computed stresses and strains

were correlated with biological processes, and (3) to compare

stresses and strains observed in mice with those previously

observed in humans. For the first time, this study takes into

account and underlines the importance of residual stresses and

strains (RSS) in the quantification of mechanical stresses in

atherosclerotic lesions.

Methods
Aortic arch were obtained from 7- to 30-week-old apoE�/� and
age-matched wild-type C57BL/6 control mice. Fresh 200-�m-thick

aortic arch sections were obtained between the brachiocephalic and

left carotid artery departures. Following a radial cut, sections opened

up to an opening angle for which RSS were dissipated (zero-stress

configuration). An adjacent section was used for immunohistological

stainings. A subgroup was dedicated to the determination of the

mechanical properties of atherosclerotic lesions using atomic force

microscopy. Finite element computations were performed to deter-

mine RSS spatial distributions by closing the opened artery section

from the zero-stress configuration. Stress/strain distribution and

amplitude in the loaded physiological state were then obtained by

superimposing the effect of internal blood pressure. Details and a

glossary are given in the Supplemental Material, available online at

http://atvb.ahajournals.org.

Results

Lesion Morphology and Histology
Advanced atherosclerotic lesions were visible at the lesser

curvature of apoE�/� mouse aortic arch starting at 20 weeks

of age (Supplemental Table I and Supplemental Figure I).

These lesions were characterized by a significant increase in

medial and adventitial thicknesses and by a significant

decrease in the undulation of elastic lamina (Supplemental
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Figure II). The opening angle significantly increased in

apoE�/� animals and was significantly correlated to media

and adventitia thickness and to elastic lamina undulation but

not to the neointimal thickness of atherosclerotic lesions

(Supplemental Figure III).

Distribution Pattern and Quantification of Parietal
Stresses and Strains
Shown in Figure 1A are representative spatial distributions of

parietal stress and strain as determined from biomechanical

modeling. Starting from RSS computation in the absence of

blood pressure (no load state, upper line), the amplitude and

distribution of parietal stresses and strains was determined in the

presence of a physiological blood pressure (middle line). Ne-

glecting the influence of RSS strongly biased the estimation of

overall stresses and strains (bottom line). Shown for comparison

in Figure 1B are previously reported data in humans. Image

quantification showing maximal and mean parietal stresses and

mean strains is presented in Figure 2A, 2B, and 2C, respectively.

This regional quantitative analysis confirmed the crucial impact

of RSS when determining physiological stresses in atheroscle-

rotic lesions. Indeed, with the exception of the front area, a

significant increase in maximal and mean physiological stresses

in all regions of atherosclerotic lesions was observed when RSS

were neglected. Specifically, there was a 14-, 2.9-, and 3.6-fold

increase in maximal stress in the shoulder, center, and back areas

of atherosclerotic lesions, respectively. Similarly, there was a

trend toward higher mean strain in atherosclerotic plaques and

the media when RSS were not considered, with statistical

significance reached for the center and back areas of lesions, as

well as for the media. When RSS were included, the maximal

physiological stress within atherosclerotic lesions was observed

in the shoulder area (19�3 kPa). Importantly, maximal and

mean physiological stresses in the lesion were significantly

lower than those observed in the normal arterial wall.

Macrophage infiltration in the front, center, shoulder, and

back areas of atherosclerotic plaques was compared with

mean physiological stresses and strains, including RSS, as

Figure 1. Representative examples of zero-stress, residual (no-load state), and physiological stresses with or without consideration of
RSS from mouse (A) and human (B) (reproduced with permission from Ohayon et al5) atherosclerotic lesions and demonstrating the
lower amplitude of stresses in plaques from apoE�/� mice.
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well as with cyclic strain variation between systolic and

diastolic pressures. The results indicated that none of these

parameters was significantly correlated with macrophage

content (Supplemental Figure IV and Supplemental Table II).

Discussion
The main objective of the present study was to characterize

the amplitude and distribution of physiological parietal

stresses and strains in an apoE�/� mouse model of athero-

sclerosis. Our analysis included for the first time stresses and

strains persisting in the arterial wall in the absence of blood

pressure, ie, RSS. RSS are usually neglected when the role of

parietal stresses and strains in atherosclerotic plaque rupture

is investigated. However, it has recently been suggested that

neglecting RSS in human coronary lesions may have a

significant impact on overall parietal stress amplitude and

distribution, which may therefore potentially affect the esti-

mation of plaque vulnerability.5 In the present study, the

amplitude of the opening angle, which reflects the overall

RSS level, was correlated to adventitial and medial thickness.

On the other hand, the lack of correlation between the

neointimal thickness of aortic atherosclerotic lesions and the

opening angle amplitude indicated that atherosclerotic lesions

from apoE�/� mice do not significantly participate in global

RSS. Our results further indicated that including RSS

strongly affected the amplitude of maximal stress because a

14-fold increase was observed in the shoulder when RSS

were not considered. Interestingly, such an overestimation of

maximal stress was also reported for human atherosclerotic

lesions when RSS were neglected.5

At the cellular level, macrophages were preferentially

observed in the shoulder area of lesions. However, macro-

phage distribution was correlated neither to mean stresses and

strains nor to the amplitude of cyclic strain variation between

systole and diastole. Therefore, parietal stresses and strains

under physiological loading imposed by blood pressure do

not seem to influence macrophage distribution in aortic

lesions of apoE�/� mouse.

Importantly, the distribution of stress and strain in apoE�/�

mouse atherosclerotic lesions differed from that of human

lesions. In the murine model, the lowest parietal stresses were

located in atherosclerotic lesions, with the normal arterial

wall being subjected to higher stress. On the contrary, human

lesions exhibit peak parietal stresses in shoulder areas that are

usually higher than those observed in the normal vessel wall.5

Two parameters may be responsible for such species differ-

ences. First, human and mouse plaque components have

distinct properties, as illustrated by their respective elastic

moduli (see Supplemental Material and Lee et al.9). Second,

mouse plaque morphology also differs from that of humans.

Coleman et al10 previously noticed that, as observed in the

present study, mouse aortic arch lesions developed in a

dome-like manner, whereas human lesions exhibit positive

remodeling without initial protrusion of the plaque into the

vessel lumen. It should also be noted that although mouse

lesions were pooled for biomechanical analysis, buried fi-

brous layers potentially indicative of previous plaque rupture

were occasionally observed in aortic atherosclerotic lesions

included in the present study.

In conclusion, the histological and biomechanical analysis

performed in the present study provides an accurate recon-

struction of RSS and therefore a realistic quantification of

parietal stresses and strains under physiological conditions.

The amplitude of stress in apoE�/� mouse atherosclerotic

plaques was found to be lower than that observed in normal

portions of the vessel and lower than that previously de-

scribed in coronary arteries from patients. Taken together,

these results might have important implications as a quanti-

tative basis for further investigations on apoE�/� mouse

atherosclerotic plaque stability.

Figure 2. Quantification of residual and physiological maximal
(A) and mean (B) stresses and mean strains (C) in the front, cen-
ter, shoulder, and back areas of atherosclerotic lesions from the
aortic arch of apoE�/� mice.
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THÈSE | Nicolas MESNIER

Biomécanique de la Croissance de la Plaque d’Athérosclérose :

Contribution à l’Étude des Contraintes Résiduelles

Résumé Ce travail de thèse a pour ambition d’apporter des éléments de compréhension

du rôle des contraintes résiduelles au sein des plaques d’athérosclérose. Il s’inscrit dans

un programme de recherche qui vise à développer de nouveaux outils favorisant l’aide au

diagnostic de patients atteints de cette maladie cardiovasculaire. Suivant les évolutions

majeures de ces dernières années, la première partie de ce travail présente une vision

contemporaine de la maladie d’athérosclérose et des nombreux enjeux de modélisation

mécanique auxquels la compréhension de la maladie et son diagnostic font appel. Nous

faisons émerger un manque certain quant au rôle des contraintes résiduelles dans cette

maladie. Les contraintes résiduelles sont un marqueur naturel du développement des

tissus. La deuxième partie de ce travail aborde leur quantification expérimentale au sein

des artères saines et pathologiques de souris. De façon intéressante nous montrons leur

importance et la nécessité de les prendre en compte pour avoir une image raisonnable de

l’état de contraintes des artères en conditions physiologiques. Ces résultats originaux n’ont

toutefois pas permis d’établir de corrélation avec l’intensité du processus inflammatoire

au sein des plaques. Enfin, la dernière partie de ce travail aborde la modélisation du

développement des contraintes résiduelles. Un effort de description de la structure

géométrique des corps avec des contraintes résiduelles a été fait afin de faire émerger

de nouveaux outils de modélisation de leur développement. Une première application

d’un modèle de croissance intrinsèque est présentée et illustrée. Cette approche semble

prometteuse et apporte déjà quelques éléments de compréhension du développement

des contraintes résiduelles. Toutefois, les travaux effectués ne constituent qu’une étape

préliminaire et n’ont pas encore été exploités pleinement. Par contre ces travaux ouvrent

assurément de nouvelles perspectives de recherche.

Mots clés Athérosclérose ; Artères ; Contraintes résiduelles ; Croissance ; Mécanique des

milieux continus.

Biomechanics of Atheroma Plaque Growth :

Contribution to the Study of Residual Stresses

Abstract This graduate research has the ambition to bring some understandings of

the role of residual stresses in atheroma plaques. It falls under a research program

which aims at developing new tools in supporting the diagnosis of patients concerned

with this cardiovascular disease. Considering the major changes in the past decade,

the first part of this work presents a contemporary vision of the atherosclerosis disease

and many mechanical modeling challenges brought by its understanding and diagnosis

appeal. We emphasized a lack in the description of the role of residual stresses in this

disease even if they are a natural marker of tissues development. The second part of

this work approaches their experimental quantification within healthy and pathological

mice arteries. Interestingly, we have shown their importance and the need to take them

into account in order to have a reasonable image of the stresses state of arteries in

physiological conditions. These original results however did not make it possible to

establish correlation with the intensity of the inflammatory process within the plaques.

Finally, the last part of this work approaches the modeling of the development of residual

stresses. An effort in the description of the geometrical structure of material bodies with

residual stresses allowed the emergence of new tools to model their development. A

first application of an intrinsic growth model is presented and illustrated. This approach

seems promising and already brings some key explaining elements in the development of

residual stresses. However, carried out work constitutes only one preliminary stage and

were not yet fully exploited. Hence, this work undoubtedly opens new prospects of research.

Keywords Atherosclerosis ; Arteries ; Residual stresses ; Growth ; Continuum mechanics.


