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— EXERCICE 1 —

Recherche de liaisons équivalentes

Question 1.1.

Cas n°1 On identifie une liaison sphérique de centre C' en série avec une liaison appui
plan de normale 7. On note (ﬁ, 7, 7)) une base orthonormée directe telle que I'on
ait au point C :

Yan} plﬁ + 611_Z> +7“17 ¢ [Fap) Pzﬁ
2/1§ = € 3/25 =
/ c 6> 4 c U27+w27

Il vient alors par composition des champs de vitesses :

{7/36}%} ={Wp}t +{Von}= { (
c

Une seule mobilité est bloquée : la translation dans la direction 7. On identifie
alors une liaison sphére-plan de normale (C, 7) Cette liaison possede un degré de
mobilité utile : )
m,, = dim (V;?) =5

et un degré de mobilité interne

m; = dim (Vs) + dim (Va1) — dim (Vi) = 1
qui correspond & la rotation autour de 'axe (C, 7), que l'on peut identifier avec le
couple p; + po.

Cas n°2 On identifie une liaison sphérique de centre C' en série avec une liaison pivot
glissant d’axe (C, 7) On note (7, 7, 7) une base orthonormée directe telle que
I’on ait au point C' :

17 17 7”1—> 27
{%ﬁ:{p'wé+ ]}%{%ﬁz{pﬁ}
o 0 o L w2

Il vient alors par composition des champs de vitesses :

. 1 27 1—>+1—>
Wﬁ%ﬁ%M+W%%:{@+p);§z rj}
C 2

Deux mobilités sont bloquées : les translations dans les directions 7 et 7 On
identifie alors une liaison sphere-cylindre de centre C' et d’axe (C, 7) Cette liaison
possede un degré de mobilité utile :

m,, = dim (vg;l) =4
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et un degré de mobilité interne
m; = dim (Vs) + dim (V21) — dim (Vi) =1

qui correspond & la rotation autour de 'axe (C, 7), que l'on peut identifier avec le
couple p; + po.

Cas n° 3 On identifie une liaison pivot d’axe (C, 7) en série avec une liaison appui plan
de normale 77 L . On note (7, 7, ﬁ) une base orthonormée directe telle que I'on
ait au point C :

¥ B ]017 ) ¥ B 7"2%)
{2/1}—C 5 e {3/2}—C T o

Il vient alors par composition des champs de vitesses :

o T RN L
{ 3/1}_{ 32} 1 2/1}_0 Uy W+ 0,V

Deux mobilités sont bloquées : la rotation autour de l'axe (C, 7) et la translation
dans la direction 77. On identifie alors une liaison cylindre-plan d’axe (C, ) et de
normale 77. Cette liaison possede un degré de mobilité utile :

m, = dim (vgg) =4
et aucune mobilité interne car
m; = dim (Vp) + dim (V21) — dim (V5}) = 0

Question 1.2. Il est intéressant de réaliser des liaisons associées a un modele de contact
de type linéique ou ponctuel par I'intermédiaire de contacts surfaciques pour limiter les
pressions de contact et donc 'usure des pieces en mouvements relatifs.



— EXERCICE 2 —

Machine a mesurer tridimensionnelle

Question 2.1. On identifie sur la vue 3D, trois liaisons sphere-cylindre de centres (Cy)o<k<2
équirépartis sur un cercle de centre O et de rayon ¢, dans un plan de normale 7 et d’axes

concourants en O tels que
vk € [0,2], OCy, = (uj,

Il vient alors le graphe de structure :

% sphere-cylindre de centre Cy
et d’axe (O, u))

Vg
ur
% spheére-cylindre de centre Cy 0 k
et d’axe (O, u] k
(O, ui) =
2km
% spheére-cylindre de centre Cy Vk € [0,2], 0, = 3

et d’axe (O, u3)

avec B = (7, 7, 7) une base orthonormée directe tel que : Il vient le schéma cinématique :

ui e

Question 2.2. Comme les trois liaisons sont en parallele, on a avec la méthode cinématique
les équations de compatibilité des champs de vitesses :

é © @ @
{7/1%} - {7/1/0} - {7/1/0} - {7/1/0}
Pour exprimer les moments de ces équations de compatibilité, on choisit le point O,
intersection des axes, et on note

éq p7+q7+r?
{%/0}_0{ u?—l—v?—i—w? }

les éléments de réduction au point O du torseur cinématique de la liaison équivalente.
Sachant que 'on a :

pku_>k + ka_k) + Tk7
Uk’ljk>

vk e [0,2], {#5} = {

bt



il vient par changement de point :

® ° ® ® s
VO,l/O = VCk,l/O + Q1/0 A Cy
= ukTT]C) + (mek) + ka_g + Tk?) A —57«71:
= ule;Z — €rkv_k> -+ qu7

Avec les projections

1
0

7 0 —1/2 —\/15/2 —1/2  V/3/2
Y 1 V3/2 —-1/2 —/3/2 —1/2

il vient, dans la base B, les équations de compatibilité :

/T p = _ neVBa et Ve

b = P = 9 9
T4 = @ = Vipi—a —\V3Bp—

' B B 2 B 2

/? S = ry = T = T9
. B Ut V30ry U — \/30r

/ (O, ?) U= w = o = 5
/(O 7) Sy = o - \/§u1+€7”1 . —\/§U2+£T2
5 . = —Lryg = _— = _—_—

2 2

J(0,Z): w = (g = lq = lqs

Avec la ligne (3), il vient :
"=To=T7T1=T2

d’ou, avec ¢ # 0 et les lignes (4) et (5) :
—uy + /30 Uy — V30r

2 2
V3uq + Or B —V/3uy + Or
2 N 2

Ul + Ug = 0 —\/347"

U2

— {ul—u2:2\/§€r — {ulz\/§€r

Or, avec la ligne (5), on a aussi :

—lr = Viutbr = Ur — —
2 (ligne 5)

d’ou, avec la ligne (4), on tire :

De fagon similaire, apres exploitation de la ligne (6) sachant ¢ # 0, il vient
do = q1 = QG2 =(
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avec la notation adaptée de la ligne (2), il vient avec les lignes (1) et (2) :

—p1+V3q _ —pa+V3q
9 - 9 P1 = D2 —
V3pi—q _ —V3p2—gq <:>{ = [n=p=0

p1 = —p2
2 2

Or, avec la ligne (2), on a aussi :

_ (ligne 1)
=t = ==

résultats que 'on aurait pu obtenir directement avec les changements de variables ux — py,
lry, — —qy et g, — 7. Sachant que lonap=¢=r =0rad-stetu=v=w=0m-s!,

il vient finalement :

{776} = {0}

qui ne présente aucune mobilité et correspond au torseur cinématique d’une liaison
complete.

Question 2.3. Comme les trois liaisons sont en parallele, on a avec la méthode statique
la somme des actions mécaniques transmissibles :

6 © @ @
{75} = {%—u}‘f'{go—n}‘k{%—u}
Pour exprimer les moments de cette somme, on choisit le point O, intersection des axes, et

on note
ey _ XT+YY+2Z7
{70 LT+ MY +NT

les éléments de réduction au point O du torseur d’actions mécaniques transmissibles de la
liaison équivalente. Sachant que 'on a :

Vit + 2,7
Vk € [[072]]7 {‘%Cil}: { 6)
Ck

il vient par changement de point :

® ® @’—@
M0,0—>1 = Mck,0—>1 + F0—>1 A Cy
= (WUl + 2 2) N =L,
= A2 + 0. 7



Avec les projections des vecteurs uj, et U_IZ, 0 < k <2, dans la base B, il vient par somme :

—V/3Y; Y

/7 X = 0 4+ Vi \/3%/2

/7 Z = Zo + Zi 4+

307 —\/30Z
JO,F): L = 0 + \[2 Loy \22

4 (Z

/(0,7) M = —éZO + 71 + 72
/(0,Z): N = Yy, + i + Y,

que l'on peut écrire sous la forme du systeme linéaire :

0% —V/3/2 V3/2 0 0 0 0 v,
v ~1/2 -1/2 0 0 0 1| [y
7 0 0o 1 1 1 0 Z‘;
Ll | o oo\/§£/2—\/2§€o'21
% 0 0 ¢ —4/2 ¢/2 0 ?’
4 14 0 0 0o 7 0

A

telle que, en procédant aux opérations sur les lignes :

1
Lo<+— Ly — —L
2 2 \/§1
1
Ls<+— L5+ /{L3— —L
5 5 3 \/54

on ait la matrice équivalente par lignes :

—V/3/2 V3/2 0 0 0 0
0 -1 0 0 0 1
0 0 1 1 1 0
A~ RY/ — rang(A) =6
1o 0 0 V302 —‘/2_ 0 &)
0 0 0 0 20 0
( ¢ 0 0 0 ¢

ce qui signifie que la dimension du sous-espace vectoriel réel engendré par le torseur
d’actions mécaniques transmissibles de la liaison équivalente {754, } est de dimension :

dim (’ﬁ)élq) =rang(A) =6

La liaison équivalente possede donc 6 inconnues d’actions mécaniques transmissibles
distinctes : ¢’est donc une liaison complete.



Question 2.4. Pour des liaisons en parallele, on a :
2 3
h=3"dim (75) — dim (T5) =3x2—6=0
k=0

qui signifie que la liaison compleéte réalisée avec ces trois liaisons sphere-cylindre en parallele
est isostatique. Elle ne nécessitera donc pas d’étre réglée pour étre montée.



— EXERCICE 3 —

Pompe a pistons axiaux

Question 3.1. D’apres le dessin d’ensemble, on peut distinguer quatre classes d’équiva-

lence :
— le corps de la pompe 0={8, 10, 13, 14};
— l’axe moteur 1={1, 4, 11, 12};
— le plot en bronze 5={5, 16} ;
— un piston 6={6}.

£ pivot d’axe £ appui plan de
(0,7) normale 7/

& sphérique
de centre A

Il vient le schéma cinématique de la pompe avec un seul piston :

5 A 6
Q@J /_
L |
v
@]
| I .
1 170>
1
0~

NNNNN

Question 3.2. La liaison entre le plot en bronze 5 et 'arbre 1 est une liaison appui plan

de normale 7 Son torseur cinématique est défini de facon canonique par :

%17
{7/5/1} _A{ u517+w517 }

Question 3.3. La liaison entre le piston 6 et le plot en bronze 5 est une liaison sphérique

de centre A. Son torseur cinématique est défini de fagon canonique par :

p&a? + %57 + 7’657
N

Y5} = {
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Question 3.4. Comme les deux liaisons .7 5 et .Z5 /6 sont en série, le torseur cinématique
de la liaison équivalente le/% = L5 U 256 correspond a la composition des champs de

vitesses : /
Vet = s} + P51}

Par somme, il vient donc :

éay Pes T + (65 + g51) YA res?
{7/6/1} N A{ us @+ w5 7 }

Avec m, = dim (V§7l> = 5 degrés de liberté et une seule mobilité bloquée en translation

dans la direction 7, on identifie le torseur cinématique caractéristique d’une liaison
spheére-plan de normale (A, 7) Sachant que le nombre de mobilités totales

m = dim (Vs ) + dim (Vs1) =3+3 =6

est supérieur au nombre de mobilités utiles (de la liaison équivalente), on en déduit que
I’ensemble des deux liaisons en série posseéde une mobilité interne m; = m —m, = 1, en
rotation autour de I'axe (A, 7) (identifiable avec le couple ggs + gs1)-

[
[ 7

Question 3.5. Par une approche statique avec deux liaisons en série, on en déduit les
conditions de compatibilité des torseurs d’actions mécaniques transmissibles :

{%:qﬁ} = {%—%} = {%HG}

Pour exprimer les moments de ces équations de compatibilité, on choisit le point A, et on

note ey XT+YY+27
{1%_:§L7+M7+N7

les éléments de réduction au point A du torseur d’actions mécaniques transmissibles de la
liaison équivalente. Sachant que 'on a :

— pour la liaison appui plan de normale 7 :

Yis Y }

{715} :A{ L15?+N15?

— pour la liaison sphérique de centre A :

X562 + 3/567 +Zs 2 }

{%—m‘} :A{ 6}

11



il vient les équations de compatibilité :

/??'Z X = 0 = )(56
JU: Y = Yi5 = Y
/7 Z = 0 = Zs
J(AZ): L = Lz = 0
JAY): M = 0 = 0
J(A,Z): N = N5 = 0

Des lignes (1), (3), (4), (5) et (6), on tire immédiatement :

( X=Z=0N| e [L=M=N=0Nm]

, Yy
{756} = { —= }

d’ou

0

Seule la composante Y peut étre non nulle donc le seul mouvement bloqué est une
translation dans la direction 7 Avec dim (77-¢) = 1 action mécanique transmissible,
on identifie le torseur d’actions mécaniques transmissibles caractéristique d’une liaison
spheére-plan de normale (A, ?) On note de plus avec le « 0 = 0 » de la ligne (5), que
Passociation série posséde une mobilité interne autour de axe (A, 7).

Question 3.6. En tenant compte de la liaison équivalente, il vient le schéma cinématique
minimal de la pompe avec un seul piston :

A 6
£ S —
—
[l
O
| — .
| E— =
1
0
NNNNN

Question 3.7. Il est intéressant de réaliser une liaison sphere-plan par association en série
d’une liaison sphérique (contact surfacique) et d’une liaison appui-plan (contact surfacique)
afin de limiter les pressions de contact (infinie si contact ponctuel) et donc I'usure des
pieces en mouvements relatifs.

Le choix du bronze pour les plots 5 est probablement motivé pour limiter les pertes
par frottement lors des mouvements relatifs 5/6 et 5/1.

12



— EXERCICE 4 —

Axe d’un robot cartésien d’une cellule d’injection

4.1 Liaison équivalente du module X gauche

Question 4.1. Avec la description donnée, il vient le graphe de structure :

de
e ?\aﬂ

% sphere-plan de & pivot d’axe

normale (A7, y7)
()

e
7) £ pivot d’axe
(C4, %)

ol on notera simplement que sur la configuration de la figure 4.6, on a @1} = 7

Question 4.2. On cherche la liaison équivalente aux deux liaisons en série

% sphere-plan de % pivot d’axe
normale (As, ) (Cs, )

Approche cinématique Par composition des champs de vitesses, on a :

{750} = {Hss} + {0}

avec

— pour la liaison pivot

WM € (Cs, ), {Hiys} = { %? }

— pour la liaison sphére-plan

p50? + f]507 +r502
o) —
1ok Cs{ uso @ + vso Y }

13



d’ou, par somme au point Cf :

; ]950? + (q15 + g50) 7 + 7‘50? }
- |
/ s Uso? + 0507

Avec une seule mobilité bloquée en translation dans la direction 7, on identifie le
torseur cinématique caractéristique d’une liaison sphere-plan de normale (As, 7)
L association série posséde une mobilité interne en rotation autour de axe (Cs, 7/)
identifiable avec le couple ¢i5 + ¢so.

Approche statique La relation de compatibilité des torseurs d’actions mécaniques trans-
missibles s’écrit :

{792} = { %5} = { T}
ey _ XT+YY+2Z7
{Ml_% L7 +MYy +N7Z

les éléments de réduction au point C'5 du torseur d’actions mécaniques transmissibles
de la liaison équivalente et avec

On note

— pour la liaison sphere-plan

VM € (0577)7 {Tos} = { ZO%? }

— pour la liaison pivot

X517 + YE’)I? + Z517

{f%:—)l} = {

il vient les équations de compatibilité :

/?Z X = 0 = X51
JY: Y 0 Yai
/Z: Z Zos = Zsi
/(Cs5, ) : L 0 = Lg
/(Cs, ) M 0 =0

Des lignes (1), (2), (4), (5) et (6), on tire immédiatement :

X=Y=0N| e [L=M=N=0Nm

. Z7
{75} = —=
Cs 0

14
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Seule la composante Z peut étre non nulle donc le seul mouvement bloqué est une
translation dans la direction 2. Avec dim (To1) = 1 action mécanique transmissible,
on identifie le torseur d’actions mécaniques transmissibles caractéristique d’une
liaison spheére-plan de normale (Cs, 7) On note de plus avec le « 0 = 0 » de la ligne
(5), que Passociation série posséde une mobilité interne autour de 'axe (Cs, 7/ ).

Avec les deux approches, on identifie donc que la liaison équivalente aux deux liaisons en
série L5 et L est une liaison sphere-plan de normale (Cs, 7) = (A5C5).
Par le changement de variables

Os— 0y, (¥, 7) = (-2, 77)

on en déduit que la liaison équivalente aux deux liaisons en série %y et %% est une liaison
sphére-plan de normale (Cr, 77) = (47C).

Question 4.3. On cherche la liaison équivalente aux trois liaisons en série

% spheére-plan de £ pivot d’axe £ pivot d’axe
normale (Ay, 74) (Cy,73) (P, )

En tenant compte du résultat a la question précédente avec le changement de variables
D5 — D47 (77 ?) — (_Z—4>7 @1))

on en déduit que la liaison équivalente aux deux liaisons en série %y, et Z,3 est une liaison
sphére-plan de normale (Cy, 71) = (A4Cy). Ainsi, on cherche la liaison équivalente aux
deux liaisons en série

% sphere-plan de £ pivot d’axe
normale (A, 74) (P, @)

Par une approche statique, il vient la relation de compatibilité des torseurs d’actions
mécaniques transmissibles :

{75} = {Fos) = {1}

On note _ .
{%éql} _ X?+Yy4 + Zz
ﬁ
. L2 +My; + Nz

les éléments de réduction au point Cy du torseur d’actions mécaniques transmissibles de la
liaison équivalente et avec

15



— pour la liaison sphere-plan

Yos Ui
VM € (Co,uh), { T3} = { 3 }
M

— pour la liaison pivot

X31? + Y31@1> + 23174)
M1 yi + Nyyzh

{%al} = {

avec, par changement de point :

\

Me, 351 = Mps_1 + F3,1 A PCy

= My Ji + NayZ + (Xan @ + Ya1 0 + Zs1 1) A — 2y,

= —ZPY3,17 + (Msy + Z,X31) @1) + Na17t

il vient les équations de compatibilité :

/7 X = 0 = Xy

/@1> DY = Y3 = Yy

/Z—4> : Z = 0 = Z31
J(CLT): L = 0 = —Z,Yy
/(04’ @1}) M = 0 = M31 + ZpX31
[(Cyzi): N = 0 = Ng

Des lignes (1), (3), (4), (5) et (6), on tire immédiatement :

| X=Z=0N|] e |[L=M=N=0Nm

Sachant Z, # 0, on tire de plus de la ligne (4)

Yy =0 = [Y = 0N]

d’ou

{7} = {0}

qui signifie qu’aucune mobilité est bloquée et que I'association série des liaisons %4, 23
et L4 possede six degrés de liberté (ce n’est pas une liaison). Cette association n’entre
donc pas en compte dans la détermination globale de la liaison équivalente entre le rail 0

et le chariot 1.

En tenant compte du ressort K,, ce sous-ensemble permet de maintenir le contact des

galets 5 et 7 sur le rail 0.

Question 4.4. En tenant compte des résultats aux questions précédentes, il vient le

graphe de structure simplifié :

16
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& sphere-plan de
normale (Cs, Z)

& sphere-plan de
normale (C7,y7)

On cherche une liaison équivalente a ces deux liaisons en parallele. Par une approche
statique, il vient :

{%é—%l - {90(21} + {%%1}

avec 1 7
VM€ (Cs, 7)), {75} = {i?}
et

0

En particulier, il vient a l'intersection des axes centraux des deux torseurs d’actions
mécaniques transmissibles, noté

S g0 Yyt
VM € (Cry7), {2}t = —
M

0= (057 7) N (C7a y;)
le torseur d’actions mécaniques transmissibles de la liaison équivalente :

‘o Your + 207
{’90—>1 = 6}
o)
— . s
Sachant y_7> A7 # (0 alors (7,y_7>) constitue une base du plan de normale 7 dou
dim (76'3101) = 2. On identifie alors le torseur d’actions mécaniques transmissibles caractéris-
tique d’une liaison spheére-cylindre de centre O et d’axe (O, 7)
Question 4.5. Avec deux modules gauche, c¢’est-a-dire deux liaisons sphere-cylindre en
parallele, coaxiales et de centres O; et Oy avec 0109 = 67, il vient par une approche
statique :

{%é—qn - {%gl} + {%%1}

ke {12}, (70, = {n7§&7}
Oy

avec

avec, par changement de point :

N

7

3
Mé@m%l = Mé@wel + Fo(i1 A 020,
= (Yo + ZeZ) AT

17



d’ou, par somme :

B (Y1+Y2)7+(21+Z2)?
{ 0%1} o / (YQ? . ZQ?)

En notant

XT+YYy+27
75} = L7 +MYy +N7Z

les éléments de réduction au point 01 du torseur d’actions mécaniques transmissibles de
la liaison équivalente, il vient le systeme linéaire :

Y 1 0 0 1
A 01 1 o0 Y
M| |00 —£0 ‘ Z1
Nl 100 0 ¢ Zo
X 00 0 0 Y,
L 00 0 O
A
ou l'on voit clairement que rang(A) = 4 et donc que l'on a dim (76?‘1> = 4 actions

mécaniques transmissibles. Avec deux mobilités qui sont la translation de direction Z et la
rotation autour de l'axe (O, ?), il vient que l'on identifie le torseur d’actions mécaniques
transmissibles caractéristique d’une liaison pivot glissant d’axe (O, ?) La liaison globale
réalisée par les deux chariots constituant le module X gauche de la liaison glissiere est
donc une liaison pivot glissant.

4.2 Liaison équivalente du module X droit

Question 4.6. Avec la description donnée, il vient le graphe de structure :

& .

nO‘fm

s ?) £ pivot d’axe
(087 7)

18



Question 4.7. Dans un premier temps, on cherche la liaison équivalente aux trois liaisons
en série Ly_g, Ls_11 et ZLi1-10. Par une approche statique, il vient les conditions de
compatibilité sur les torseurs d’actions mécaniques transmissibles :

{ T80} = { o8} = { T} = { Fis0}
Sachant
dim (7o-s) =1 = 0 < dim (To-s N Tg-11) <1

et que la seule mobilité de la liaison pivot %5 _1; est autour de 'axe (Cy, 7), confondu
avec la normale de la liaison sphére-plan, il vient :

: 6 Zon @
dim (7o-s N Ts-11) =1 tel que  {F5,} = T
Cs

On pose de plus pour la liaison pivot d’axe (P, 7)

XnTANY + 27 }

Ai1s10) =
{ 11 10} Pll{ Lll?—i—Nll?

Par changement de point, il vient :

\

M08,11—>16 = Mp,, 1110 + Fi110 A P11 Cy
= Ln? + Nn7 + (Xn? + Yn? + Z117) A (XPM7 — ZP117)
= (L — ZpuYn) T + (XpiiZu — ZpuXn) Y (N — XpuYn) 7

il vient les équations de compatibilité :

/? X = 0 = X11

i Y = 0 = Yy,

/Z D Z = Zon = Zn
J(Ce,@): L = 0 = Lu—ZpnYn
[(Cs,Y): M = 0 = XpuZu—ZpuXu
/(08, ) N = 0 = Nu—XpuYn

Des lignes (1), (2), (4), (5) et (6), on tire immédiatement :

X=Y=0N|] e |[L=M=N=0Nm|

Sachant Xpj; # 0, on tire de plus de la ligne (5)

Zn =0 = [Z=0N]

d’ou

{550} = {0}
qui signifie qu’aucune mobilité est bloquée et que l'association série des liaisons Z_g,
L 11 et L1109 possede six degrés de liberté (ce n’est pas une liaison). Cette association
n’entre donc pas en compte dans la détermination globale de la liaison équivalente entre le
rail O et le chariot 10. Il ne reste donc que :
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& sphere-plan de & pivot d’axe
normale (Ag, 7)) (Co, W)

Par une approche statique, il vient la relation de compatibilité des torseurs d’actions
mécaniques transmissibles s’écrit :

{%(éjlo} = {«70—>9} = {%—HO}

On note

ey _ XT+YY+27
{ 0—10 _09 L?—FM?—}—N?

les éléments de réduction au point Cy du torseur d’actions mécaniques transmissibles de la
liaison équivalente et avec

— pour la liaison sphere-plan

VM € (Co, Z), {Fhmo) = { Z(%? }

— pour la liaison pivot

Xglo7 + 3/9107 + Z9107
Lo @ + N9107

{%%10} - {

il vient les équations de compatibilité :

JZ: X = 0 = X
/73 Y 0 = Yoo
/72 Z = Z()g = Z910
/(09,?) L = O = L910
[(Co.Y): M = 0 = 0
[(Co,Z): N = 0 = Ngp

Des lignes (1), (2), (4), (5) et (6), on tire immédiatement :

X=Y=0N| e |[L=M=N=0Nm|

, 77
{908310 = { — }
Cy

d’ou

0

Seule la composante Z peut étre non nulle donc le seul mouvement bloqué est une
translation dans la direction 7. Avec dim (T5_10) = 1 action mécanique transmissible,
on identifie le torseur d’actions mécaniques transmissibles caractéristique d’une liaison
sphere-plan de normale (Cy, 7) On note de plus avec le « 0 = 0 » de la ligne (5), que
Passociation série posséde une mobilité interne autour de I'axe (Cy, 7).
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Question 4.8. En tenant compte des chariots avant et arriere constituant le module X
droit, il vient le schéma cinématique :

10
AN/ B

/ NI

tel que l'on ait le torseur d’actions mécaniques transmissibles par la liaison équivalente
globale :

{7800} = (T80} + {780}

Avec

vk € {4,B}, {78} = { Z%? }
k

et par changement de point

Myo 10 = Mp 19+ Foy190 N BA
=Z5 7 AT

= 1757

il vient , par somme au point A :

w1+ | Gatzp)Z
{%—HO} - A{ _€237 }

avec dim (79_19) = 2, on identifie le torseur d’actions mécaniques transmissibles caractéris-
tique d’une liaison cylindre-plan de normale 7 et d’axe (AB) = (A4, 7).

4.3 Liaison équivalente complete de la glissiere X

Question 4.9. En tenant compte des études précédentes, il vient le graphe de structure :

Z pivot glissant d’axe (O, ?)

% cylindre-plan de normale Z
et d’axe (A4, 7)

Par une approche statique avec les deux liaisons en parallele et avec :

21



— pour la liaison pivot glissant

Yo + Zo 7 }

O\ _
{‘70—&} - O{ M07+No?

— pour la liaison cylindre-plan

S
{’90%1} _A{ MA? }

avec, par changement de point :
@ ©) ’ © ’
Mooy = Mygyy + Fooy NAO

= MA7+ZA?/\67
= —€ZA?+MA7

d’ou, par somme :

(7 = Yo +(Zo+24) 7
T 24T+ (Mo + M) Y + NoZ

Avec dim (%élq) =5 et un seul degré de liberté en translation dans la direction 7, il vient
que le torseur d’actions mécaniques transmissibles est caractéristique d’une liaison glissiere

de direction 7.

Question 4.10. Sachant que pour des liaisons en parallele, on a que le degré d’hypersta-
tisme est défini par :

h:idim(ﬁ?)—dim(mﬂ:4+2—5:1
k=1

on obtient que l'association parallele est hyperstatique de degré 1, visible avec le couple
Mo + M, pour la contrainte bloquant la rotation deux fois autour de 1'axe (O, 7)
Pour rendre l’association isostatique, il faudrait supprimer un des deux modules
X droit tel que la liaison équivalente a droite soit une simple liaison sphere-plan qui,
associée a une liaison pivot glissant, permettrait de réaliser une liaison glissiere avec

idim(nﬁ@)zzlﬂzs.
k=1
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— EXERCICE b —

Fouloir d’un mélangeur a rotors engrenants

Question 5.1. Avec la description donnée, il vient le graphe de structure :

& pivot glissant
NG d’axe (0607) =

¢
¢ < &@ Z pivot glissant 0@(},
¢ d’axe (0o, %) e

Z glissiere de
direction zj

Z pivot glissant

— LA
e, G d’axe (0f), z4) ° X\’@&X(:O\«
5
O % PSS

Z pivot glissant
d’axe (0Og0%)

Avec L = 9 liaisons et S = 6 classes d’équivalence, on a ‘7 =L-5+41= 4‘ cycles.

Question 5.2. D’apres la fonction du mécanisme, on identifie une mobilité utile
associée & la translation dans la direction z§. De plus, chaque ensemble associé aux vérins
possede 2 degrés de mobilité interne en rotation autour des axes (OsO7) et (O5O%). Par
somme, on en déduit ‘m, = 4\ d’ou \m =My +m; =5H|

Question 5.3. Avec la relation de théorie des mécanismes
h—-m=FE.—1. < h=m+E.—Ic

et Ec =6y =24et [.=4x3+4x2+1 =21 avec 3 degrés de liberté par liaison
sphérique, 2 par liaison pivot glissant et une pour la glissiere, il vient :

Question 5.4. En ne considérant que les solides O et 4, il vient le graphe de structure :

£ pivot glissant
d’axe (Oy, Z3)

£ glissiére de

direction z(

£ pivot glissant
d’axe (0}, Z3)
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qui ne possede que cycles avec Eg = 6y = 12 et [, = 2 x 2+ 1 = 5. Par une
approche cinématique, on en déduit que la liaison équivalente aux 3 liaisons en série doit
vérifier les relations de compatibilité :

(Vi) =t = ) = (450
avec

— pour la liaison pivot glissant d’axe (Ooz_g) :

%

Tr120

VM € (00, %), {40} = -
M w

— pour la liaison pivot d’axe (O)Z) :
_>
— ©) 270
VM € (O(/)a ZO)a {7/4/0} = { — }
W2 2o
M
— pour la liaison glissiere de direction %

_>

0
VM, {5} = ~
M L W3z

A g i .
Avec Oy0Oy = lx, il vient par changement de point :

r ——
@ ® )
VOO,4/0 = V06,4/0 + Q4/0 N 0600
= wy 2} + o2 N TG
= 67’2% + UJQZ_Q)

En notant

PT6 + qis + 17
ux—>0+v%>+wz—o>

()~ {

les éléments de réduction au point Oy du torseur cinématique de la liaison équivalente, il
vient les équations de compatibilité :

/T p = 0 = 0 = 0
/W ¢ = 0 = 0 = 0
/75 cr =11 = 1rp = 0
/(00,T): v = 0 = 0 = 0
/(OO,%) v = 0 = frg = 0
J(00,70): w = w = wy = ws
Des lignes (1) a (5), on tire immédiatement :
p=qg=r1r=0rad-s! et ‘u:v:Om-sfl‘

Seule la composante w peut étre non nulle donc le seul mouvement qui n’est pas bloqué est
une translation dans la direction 2. Avec m, = dim (ngf) = 1 mobilité utile, on identifie

le torseur cinématique caractéristique d’une liaison glissiere de direction Z.
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Question 5.5. D’apres les équations de compatibilité établies a la question précédente,
on identifie 7 équations du type « 0 = 0 » et deux équations liées sachant ¢ # 0 (lignes 3
et 5). Par somme, on en déduit donc [k = 8].

Une autre facon de retrouver ce résultat est de partir de la définition du degré d’hy-
perstatisme a partir des dimensions des sous-espaces vectoriels engendrés par les torseurs
d’actions mécaniques transmissibles et d’exploiter la dualité telle que

3 3
h=3"dim (75;) — dim (757) = 3 [6 — dim (V)] — [6 — dim (V)| =13 -5=58
k=1 k=1
Enfin, avec la formule de théorie de mécanisme, sachant Ex = 12, Ic =5, m, = 1
(translation dans la direction 7) et m; =0 d’oum =m, +m; =1, il vient :
h=m+FE.—I.=14+12—-5=28

Ce sont les deux liaisons pivot glissant d’axes paralleles qui, ajoutées a la liaison glissiére,
induisent ce degré d’hyperstatisme (8 =)2 x 4, elles ne sont pas nécessaires). Comme le
degré d’hyperstatisme ne dépend pas des vérins (cf. question 5.3), le montage des vérins
sur la structure formée des solides 0 et 4 peut se faire sans contrainte particuliere.
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— EXERCICE 6 —

Train d’atterrissage d’hélicoptere

Question 6.1. Avec la description donnée, il vient le graphe de structure :

i <

coob A
L5 D)

LY

& pivot d’axe

(C.9)

& pivot glissant
d’axe (CD)

qui possede cycle.

Question 6.2. Dans le cycle 1 — 3 — 4 — 5, on releve une mobilité utile associée a la loi
entrée-sortie d’amortissement. Il n’y a pas de mobilité interne. On peut ajouter la mobilité

en rotation (libre) de la roue 6. D’oti, par somme, et m; = 0.

Question 6.3. D’apres la formule générale de théorie des mécanismes, on a :
h—m=Fc—Ic < h=m+E.— Ic

et Ec =6y=6¢et [.=4x1+1x2=06 avec 1 degré de liberté par liaison pivot et 2
pour la liaison pivot glissant, il vient :

qui signifie que le modele est hyperstatique.

Question 6.4. Pour libérer cette hyperstaticité, il est nécessaire d’ajouter deux degrés de
liberté :
— so0it en modifiant une liaison pour lui ajouter 2 degrés de liberté (sans mobilité
interne) ;
— soit en modifiant ici deux liaisons avec 2 ajouts de mobilité, la encore sans ajout de
mobilité interne.

Ainsi, il est possible de changer la liaison pivot entre 1 et 3 par une liaison sphérique
de centre A. Il n’est pas possible d’envisager cela en C' ou en D car on aurait alors une
mobilité interne autour de (C'D).

Une autre solution est de commuer la liaison pivot glissant entre 4 et 5 par une liaison
sphére-cylindre de centre £ € (C'D), mais distinct de C' et D, et d’axe (CD).

26



	Recherche de liaisons équivalentes
	Machine à mesurer tridimensionnelle
	Pompe à pistons axiaux
	Axe d'un robot cartésien d'une cellule d'injection
	Fouloir d'un mélangeur à rotors engrenants
	Train d'atterrissage d'hélicoptère

